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摘要 渐开线齿轮的啮合过程分析是判断传动品质的重要依据，其中，接触应力、传动误差及

啮合刚度是分析的重点。根据直齿轮TCA模型，提取各接触点曲率半径，将齿面啮合接触简化为不

同半径圆柱体对之间的弹性挤压。在考虑齿间载荷分配的情况下，运用Hertz原理对齿面进行了承载

接触分析。分析表明，通过该方法得到的结果与有限元及实验所得结果相符，接触应力最大值相差

0. 74 %，传动误差及啮合刚度规律一致。该方法可反映齿面接触的动态过程及啮合刚度。
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Abstract The analysis of meshing process of involute spur gear is an important basis to judge the trans⁃
mission quality，and especially contact stress，transmission error and meshing stiffness are key indexes. Accord⁃
ing to the TCA model of spur gear，curvature radii in different meshing points are extracted. The meshing pro⁃
cess of tooth surface is simplified as elastic extrusion between pairs of cylinders with different radii. Considering
the load distribution between the teeth，the Hertz principle is used to carry out load-bearing contact analysis on
the tooth surface. It shows that the results of this method are quite same as the results obtained by FEM and ex⁃
periment. The error of the maximum of the contact stress is 0.74%.The results of transmission error and meshing
stiffness are essentially same. The dynamic process of tooth surface contact and meshing stiffness can be reflect⁃
ed by this analysis method.
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0 引言

渐开线圆柱齿轮传动中，轮齿的啮合接触是影

响齿轮传动的关键因素之一。为提高传动品质，国

内外学者对齿轮接触分析做了大量研究。在齿轮啮

合分析中，Litivin[1]提出了轮齿接触分析的TCA算法，

通过求解5个非线性方程组来求解啮合点的位矢与法

矢，得到各瞬时接触点及齿面的啮合路径。但齿轮

实际接触时，尤其是在高速重载情况下，接触齿面

会产生弹性变形，导致 TCA的轻载分析结果无法准

确反映齿轮的啮合情况。为解决这一问题，国外许

多学者提出并完善了齿轮承载分析方法（LTCA）[2-4]，

其被作为连接齿轮几何特性和力学分析的桥梁，所

计算的承载传动误差（LTE）是齿轮产生噪声振动的重

要因素，齿间载荷分布（LSR）是接触应力计算的基

础。有限元法（FEM）由于可以处理边界条件复杂的

接触问题，近来被广泛应用于LTCA之中。Li等[5-6]结

合 FEM，建立了齿轮半解析法 LTCA模型并开发了

FEM软件，在考虑齿轮加工误差、安装误差及齿廓

修形量的同时，计算齿轮弯曲应力与接触应力，并

分析误差量对齿轮 TE及 LSR的影响。国内也有很多

学者[7]2-4[8]在此方法上做了大量研究和改进，精度得

到了提升。

尽管上述方法已经十分完善，但在分析一般工

况下的渐开线圆柱齿轮啮合时，结合有限元方法的

计算时间长，难收敛，模型简化不规范及难以确定

接触区域等问题会给实际工程应用带来一些困难。

文章编号：1004-2539（2021）12-0041-07 DOI：10. 16578/j. issn. 1004. 2539. 2021. 12. 007

41



机械传动 2021年

Weck等[9]通过将轮齿接触转换为一对圆柱体接触进

行实验分析，所得的结果显示，两种接触应力趋势

相同，即在相同工况下，齿轮接触可简化为圆柱体

接触。Gonzalez-Perez等[10]基于 Hertz理论计算得出

齿间载荷分布、接触区域及最大接触应力，并通过

FEM模型进行了结果验证。Singh等[11]则对比了AG⁃
MA标准与 FEM求解的接触应力，结果表明，两者

得出的齿间载荷分布基本相同。通常，Hertz公式较

多被用于计算啮合节点处的最大接触应力，但用于

反映齿轮全啮合过程的力学特性的情况较少。但相

较于 FEM，Hertz弹性理论计算快捷，可在结合 TCA
后快速编制程序实现，便于工程应用。

本文中在通过 TCA分析得出的直齿轮齿面方程

的基础上，基于Hertz接触理论和齿面共轭关系，将

各齿面接触点对离散，简化接触模型，并基于齿间

载荷分布进行模型承载分析，计算其接触应力、啮

合刚度及传动误差，从而提出了一套快捷、可用

Matlab实现的齿轮接触分析方法。

1 直齿轮齿面TCA
图1所示为基于范成原理的齿轮加工坐标系。图

1中，St为与刀具齿条固联的坐标系；Sf为与直齿轮

固联的加工坐标系；Sr为辅助旋转坐标系；坐标轴

Xt 与齿条节线重合，齿条直线运动距离为 y；rd为齿

轮分度圆半径。

图1 齿轮加工坐标系

Fig. 1 Coordinate of gear machining
齿条齿面方程在坐标系St下可表示为
Rti = Rti (ui，vi ) ( i = 1，2) （1）

式中，ui、vi均为刀具齿条齿面参数；数字 1、数字 2
分别代表主、从动轮。

直齿轮齿面方程可由啮合关系推导为
Rfi = M ft1 ( yi )M ft2 (φi )R ti (ui，vi ) ( i = 1，2) （2）

式中，M ft1为平移矩阵；M ft2为旋转矩阵；平移距离

满足 y = rd∙φi，φi为齿轮加工旋转角。

齿轮由齿条齿面包络而成，满足啮合方程，即
xf - rd
nfx

= yf - 0nfy
（3）

式中，nfx、nfy分别为相应法向量在齿轮加工坐标系

下的值。将式（3）代入式（2），齿面方程可化为

R fi = R fi (ui，φi ) ( i = 1，2) （4）
如图2所示，将直齿轮齿面方程转换至齿轮副啮

合坐标系 SS中，Ps为某一啮合位置的接触点，其矢

径方程为

R si = M sf (θi )R fi (ui，φi ) ( i = 1，2) （5）
式中，M sf为加工坐标系 Sf到坐标系 SS的转换矩阵；

θi为啮合位置Ps处齿轮副相对于初始位置的转角。

图2 齿轮啮合坐标系

Fig. 2 Coordinate of gear meshing
将其写成空间分量形式为

R si = x i (ui，φi，θi )i + y i (ui，φi，θi ) j + z i (ui，φi，θi )k（6）
根据微分几何的曲面连续接触条件：①接触点

曲面矢径坐标相同；②接触点曲面单位法向量相同，

来模拟齿轮齿面啮合过程，即

R s1 (u1，φ1，θ1 ) - R s2 (u2，φ2，θ2 ) = 0 （7）
N s1 (u1，φ1，θ1 ) - N s2 (u2，φ2，θ2 ) = 0 （8）

式中，任意接触点的单位法向量为N s。

齿轮在某一瞬时接触位置点 Ps啮合时，两齿面

其余位置均存在间隙 b0。现设沿 Ps点切线方向有一

点 P0，过其作 N s 的平行线[7]2，交两齿面于 P1、P2，
- -- -----P1P2长度即为齿面间隙 b0，其是判断齿轮是否承载

接触的重要指标。

2 简化啮合接触模型

工程上，较多使用Hertz理论来计算齿轮副啮合

时的最大接触应力，将齿轮在节点处的受载啮合转

化为图3所示的两相当长弹性圆柱的互相接触。圆柱

体在受载荷Fn下相挤压接触时，将由线接触变为面

接触，形成宽为 2b，长为 L的矩形接触区域，其应

力呈椭圆分布。

根据Hertz接触理论，可推出接触区半宽 b、最

大接触应力σmax及接触应力σ分布公式分别为
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b = 8FnπB ×
1 - v1 2
E1

+ 1 - v2 2E21
ρ1
+ 1ρ2

（9）

σmax = FnπB
1
ρ1
+ 1ρ2

1 - v1 2
E1

+ 1 - v2 2E2

（10）

σ = σmax 1 - y2
b2

（11）
式中，B为齿宽；E1、E2分别为两圆柱体材料的弹性

模量；v1、v2分别为两圆柱体材料的泊松比；ρ1、ρ2
分别为两圆柱体曲率半径；y为垂直于圆柱体轴线

坐标。

图3 圆柱体接触简图

Fig. 3 Schematic diagram of cylinders contact
为得到齿轮在啮合全过程的接触情况，可将齿

面各点离散，求出各自曲率半径，将齿轮齿面的啮

合过程简化为一系列弹性圆柱体对接触，其半径随

齿轮转动而变化。

由齿轮 TCA分析可得到直齿轮在啮合坐标系中

的齿面方程。由微分几何可知，在齿面某啮合点单

位法向量N s确定时，主动轮齿面各点主曲率 k表达

式为
|
|
||||

|
|
|||| L - kE M - kF
M - kF N - kG = 0 （12）

式中，E、F、G均为齿轮曲面第一基本量；L、M、

N均为齿轮曲面第二基本量。其表达式分别为

E = Ru·RuF = Ru·RvG = Rv·Rv （13）
L = Ruu·N sM = Ruv·N sN = Rvv·N s （14）

式中，Ru、Rv分别为齿面方程 R t (u，v )对参数 u、v
的1阶导数；Rvv、Ruu均为2阶导数。

在得到主动轮齿轮齿面各离散啮合点的主曲率

后，可以根据欧拉—萨瓦里公式[12]（图 4）：在已知一

个齿轮齿廓的主曲率半径 ρ1时，可直接求得与之共

轭的另一个齿廓的曲率半径 ρ2。图 4中，P为啮合节

点；N1N2 为理论啮合线；N1、N2 分别为啮合线与

主、从动轮基圆的交点。

图4 共轭齿廓的曲率关系

Fig. 4 Relationship of curvature of conjugate gear profile
在啮合坐标系下共轭的两齿面曲率满足关系

式为
1

ρ1 - r +
1

ρ2 - r = (
1
r1
+ 1r2 )

1
sin α （15）

式中，r为某啮合点M与节点P间的距离。

利用该关系，可快速得到从动轮齿面各共轭离

散点的曲率半径，以便用于后续的承载接触分析。

3 直齿轮啮合载荷分配

渐开线直齿轮的极限重合度为 1. 981，这意味着

渐开线齿面在 1个完整的啮合周期内，必定会出现

单、双齿连续交替啮合。在双齿啮合区域，轮齿对

只承受部分载荷；而在单齿啮合区域，轮齿对承受

全部载荷。齿轮啮合过程如图 5所示。图 5中，主动

轮以顺时针转动，N1N2为该齿轮对啮合线方向；AD
为实际啮合线；AB、CD均为双齿啮合区域；BC为

单齿啮合区域。

图5 渐开线直齿轮啮合过程图

Fig. 5 Meshing process of involute spur gear
理论上，单齿区域载荷应为双齿区域承受总载

荷的一半，但在实际啮合过程中，由于基节误差的

存在，导致沿啮合线上各齿对之间载荷分布并不

均匀。

文献 [13]根据材料力学法求得直齿轮变形量，

再基于齿间载荷分配定义，进行了齿廓各位置的

载荷分配系数 R (ε )的推导。通过拟合多组数据发

现，各端点载荷分配系数值通常接近于 0. 33及

0. 67（图 6），这与 ISO标准及AGMA标准中的直齿轮
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载荷分配系数规定相一致[14]。

为描述齿轮接触全过程，引入参数ε，其值的确

定可参考重合度 εα定义，即 εα为实际啮合线（AD）长

度与基圆齿距 pb的比值，即

εα = ------AD
pb （16）

将各齿廓离散点对应的简化圆柱体对按单、双

齿区域不同，沿啮合线方向排布，可得各点在啮合

位置M的参数ε为

ε = (XM - XA )2 + (YM - YA )2
pb

（17）
式中，A点为实际啮入点位置。同理，初始值 εmin的
确定可由点A与理论啮合线极限点N1的距离求得。

据此定义可知，实际啮入、啮出点的参数 ε之
差为 εα，且同时参与啮合的相邻齿对的 ε之差为 1
（双齿啮合区域），对于重合度在 1~2之间的直齿轮

啮合，载荷分配系数R (ε )满足关系式为

（1） 离散点在首个双齿啮合区域（εmin ≤ ε ≤
εmin + εα - 1），则

R (ε ) = 13 (1 +
ε - εmin
εα - 1 ) （18）

（2）离散点在单齿啮合区域（εmin + εα - 1 ≤ ε ≤
εmin + 1），则

R ( ε) = 1 （19）
（3） 离散点在第二个双齿啮合区域（εmin + 1 ≤

ε ≤ εmin + εα），则

R (ε ) = 13 (1 +
εmin - εα - ε
εα - 1 ) （20）

图6 载荷分布系数图

Fig. 6 Load distribution coefficient diagram
4 直齿轮承载接触计算

4. 1 接触应力及弹性变形计算

结合前述，建立简化直齿轮承载接触分析模型

（图 7）。图 7中，N1N2为理论啮合线；AD为实际啮

合线；点 A为从动轮齿顶圆与啮合线的交点；AC、
BD均长度均为基圆齿距；AB、CD均为双齿啮合区；

BC为单齿啮合区。

图7 直齿轮简化承载接触模型

Fig. 7 Simplified LTCA model of spur gear
啮合线上各接触区域长度分别为
------AD = rb2 ( tan αa2 - tan α ) + rb1 ( tan αa1 - tan α )

（21）
- -------DN2 = - -----AN1 = ra2 2 - rb2 2 - ------AD （22）
------AB = - -----CD = ------AD - pb （23）
------BC = pb - ------AB （24）

式中，下标 1、下标 2分别为主、从动轮；rb1、rb2分
别为主、从动轮基圆半径；αa1、αa2分别为主、从动

轮齿顶圆压力角。

以齿轮在首个双齿啮合区接触为例，其简化模

型为两对曲率半径为 ρmn 的弹性圆柱体分别受载接

触。载荷 Fi、载荷 Fj具体数值可由齿间载荷分布系

数R (ε )确定，且满足

∑m = 1，2
n = i，j

Fmn = P （25）
式中，P为工作总载荷；i，j分别为两接触点。

接触点的初始间隙为 b0，其值已由直齿轮 TCA
计算得到，圆柱体弹性变形量为 δmn。两圆柱体在受

载下会发生挤压变形，啮合点附近的离散点n可能由

于这种挤压相互接近，发生接触。当满足条件 δ1n与
δ2n之和大于 b0时，圆柱体对在 n点发生Hertz弹性接

触，由式（9）~式（11）可计算其接触应力。

弹性变形量 δmn分别由圆柱体对接触变形 δc及靠

近齿根部分的齿廓变形量 δf、渐开线齿廓弯曲变形量

δb、剪切应力导致的变形量 δs和基体部分倾斜产生的

变形量 δg组成。其中，δc可由弹性力学给出的集中

力Fmn作用于无限平面下的变形公式结合圆柱体对几

何特性积分求得[15]，其余变形量则可通过石川公式

方法[16]28-32求得。石川公式通过将齿轮简化为梯形与

矩形的悬臂梁，进行材料力学的解析计算。ISO啮合

刚度线图也是在采用石川公式的基础上绘制的[17]，

结果相对准确而且计算快捷，因此被广泛应用。各

部分变形量计算公式分别为
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δc = δc1n + δc2n = 2Fmn (1 - v2 )πBE (0.957 4 + ln ρ1n ρ2n
B2

)
（26）

δf = 12Fmn

EBSF 3
[ hxhr (hx - hr ) + hr

3

3 ] （27）

δb = 6Fmn cos2α
EBSF 3

ì
í
î

hi - hx
hi - hr [ 4 -

hi - hx
hi - hr ] -

ü
ý
þ

2ln hi - hx
hi - hr - 3 (hi - hr )3

（28）

δs = 2Fmn cos2α (1 + v )
EBSF

[ hr + (hi - hr ) ln hi - hxhi - hr ] （29）
δg = 24Fmnhx 2 cos2α

EBSF 2
（30）

δmn = δc + ( δf1n + δb1n + δs1n + δg1n ) + ( δf2n +
δb2n + δs2n + δg2n ) （31）

式中，v为泊松比；Fmn为 n点处载荷；E为弹性模

量；ρ1n、ρ2n分别为在 n点接触的圆柱体半径；hx为
接触点至齿根距离；hi为简化梯形与中心线交点至

齿根距离；hr为齿高；SF为齿厚。hx、hi、hr、SF可
由齿轮几何尺寸[16]28-32求出。

4. 2 传动误差计算

齿轮承载分析中，传动误差是反映齿轮接触平

稳性的重要指标。为了完整本文中分析方法并验证

其精度，现给出基于前述弹性圆柱体变形量的传动

误差计算方法。齿轮传动误差定义为随主动轮转动

变化的被动轮实际转角偏离理论转角的值，即[7]2

δφ2 = (φ2 - φ20 ) - z1z2 (φ1 - φ10 ) （32）
式中，φ10、φ20均为初始转角；Z1、Z2分别为主、从

动轮齿数。

由于齿轮在接触时无法保证理想啮合状态，因

此，齿轮就会产生传动误差。δφ2可由啮合关系转化

为沿啮合线方向的法向误差量，并在齿轮计入弹性

变形、修形量等因素下，建立传动误差计算方法为

δφ2 = ET (ε )rb2
（33）

ET (ε ) = δmn (ε ) - δtr (ε ) δam (ε ) （34）
δtr (ε ) = Δmax εL （35）
δam (ε ) = Δn

4
B2
y2 （36）

式中，ET为沿啮合线方向的传动误差；rb2为从动轮

基圆半径；δtr为齿顶修形量；δam为齿向修形量。若

齿顶修形采用直线修形，齿形修形采用鼓形修形[18]，

则通过式（35）、式（36）可得到修形量。其中，Δmax为
最大修形量；L为双齿啮合区域长度；Δn为最大鼓形

量；B为齿宽；y为沿齿轮齿宽方向坐标。

5 算例及结果对比

基于所建立的简化直齿轮接触模型，利用Mat⁃
lab软件，编制了如图 8所示的直齿轮接触分析程序。

利用该程序进行啮合过程的分析计算，分别进行接

触应力、传动误差与啮合刚度的准确性对比。

图8 简化接触模型流程图

Fig. 8 Flow diagram of simplified contact model
5. 1 接触应力分析

接触应力分析算例采用模数为 1. 5 mm，齿数分

别为 25、31，压力角为 20°，齿宽为 10 mm的一对

渐开线标准圆柱直齿轮，在输入功率为 10 kW，转

速为 1 600 r/min的工况下进行接触应力计算，并将

其与齿轮传动有限元分析软件MASTA的分析结果进

行对比验证。

首先，在 MASTA 中进行计算，分析结果如

图 9（a）所示，齿面最大接触应力为 1 940. 80 MPa。
本文中基于简化接触模型的计算结果为1 955. 26 MPa，
通过对比可知，本文中接触模型与MASTA最大应力

的相对误差为 0. 74%，接触应力分布规律基本相同。

但观察MASTA结果发现，靠近齿根处应力较大，其

原因在于MASTA与基于Hertz接触原理的模型不同，

MASTA采用的是有限元法与切片模型相结合的算

法，有限元法在分析接触问题时发生边界效应，使

接触线上的应力分布发生变化。

5. 2 传动误差分析

Munro等[19]以表 1所示为基本参数的一对圆柱直

齿轮为对象，在不同载荷下，对传动误差进行了实

验测量。以相同参数进行基于本文中方法的传动误

差计算可知，本文中计算结果（图 10）符合实验中体

现的齿轮传动误差变化规律，即：随着载荷的加大，

弹形变形量增大，齿轮齿廓的共轭关系被破环，齿

轮传动的振动噪声愈加明显。在单双齿接触区域边
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界，传动误差有明显增大，这是因为在这一位置，

齿面载荷将发生突变，对齿轮副产生冲击。但该计

算方法未计入齿轮存在的一些微小的齿廓误差和轴、

轴承及箱体的安装误差，从而导致传动误差曲线与

实验测量值相比，存在一些差异。

（a）齿轮承载接触分析LTCA（MASTA）

（b）本研究的接触模型计算结果

图9 接触应力结果对比

Fig. 9 Comparision of contact stress result
表1 Munro等试验用齿轮基本参数和工况

Tab. 1 Basic parameters and working conditions of gears used in

Munro and other experiments

参数名称

模数/mm
齿数

齿宽/mm
变位系数

载荷/（N/mm）

参数值

3. 738
54，54
11
0

26，191，357，520
5. 3 啮合刚度分析

齿轮啮合刚度定义为引起齿轮单位变形所需的

力，即

K = F
Bδ （37）

式中，F为作用总载荷；B为齿宽；δ为变形总量。

通过本文中承载接触分析中的单位载荷与变形

量，可获得单齿啮合刚度。再结合在1个啮合周期内

的齿轮单双齿交替区域，进而叠加得到齿轮传动的

综合啮合刚度。

文献[20]以参数如表 2所示的一对渐开线直齿轮

为对象，采用基于柔度系数的分析方法，在得到直

齿轮齿面的柔度系数后，进行齿轮承载接触分析，

从而得到了综合啮合刚度（图 11）。本文中以相同参

数的直齿轮进行基于简化模型的承载分析。通过对

比可知，两种方法所得综合啮合刚度趋势一致，但

观察峰值发现，本文中方法所得刚度结果普遍较高。

这是因为相较于柔度系数法，圆柱体变形未计入轮

体部分变形，如未考虑轮缘及腹板厚度对整体刚度

的影响，所以啮合刚度较高。

图10 本研究模型计算结果

Fig. 10 Calculation result of this model
表2 齿轮基本参数和工况

Tab. 2 Basic parameters and working condition of gear

参数名称

模数/mm
齿数

齿宽/mm

参数值

4
50，55
35

参数名称

变位系数

载荷/（N∙m）

参数值

0
300

图11 啮合刚度结果对比

Fig. 11 Comparison of meshing stiffness
6 结论

（1）根据直齿轮TCA模型，提取齿面各接触点的

曲率半径，将齿面接触简化为圆柱体对的弹性挤压过

程。在考虑齿间载荷分配的情况下，离散载荷，并将

各圆柱体对按单、双齿接触区域，沿啮合线方向排

布，再运用Hertz原理对该接触过程进行了分析。

（2）将计算分析结果分别与MASTA、实验及其

他齿轮LTCA方法进行了对比。接触应力的分析结果
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表明，本文中方法所得应力分布规律与 FEM方法结

果基本相同，且在单齿啮合区域的最大应力值接近，

但在反映齿面端处应力时，由于 FEM的边界效应，

会使结果发生变化。传动误差分析表明，该方法可

反映齿轮实际啮合过程：冲击载荷在单、双齿接触

区域使传动产生噪声，且随着齿轮承受载荷增大而

振动加剧。啮合刚度与采用柔度法的结果对比表明，

两种方法在分析综合啮合刚度时，本文中方法因未

计入轮体变形，所以整体较高，但结果基本一致。

因此，本文中接触分析方法具有一定合理性。
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