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基于4-CRR并联机构的玉米穴播机运动学分析
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（中北大学 机械工程学院， 山西 太原 030051）

摘要 提出了一种基于4-CRR并联机构的玉米穴播机。运用螺旋理论求解4-CRR并联机构的自

由度，采用修正的Kutzbach-Grübler公式进行验证；采用等效平面投影法求解该机构的位置逆解，

推导出机构的 Jacobian矩阵并对其进行了速度分析；对应用于穴播机的 4-CRR并联机构的杆长取值

范围进行分析，通过极限边界搜索法求解了杆长为250 mm的机构的工作空间。该机构动平台可实现

沿 3个坐标轴方向的平移运动，工作空间内部连续，可在穴播机下方形成一个 300 mm×300 mm的可

调整播种区域。基于 4-CRR并联机构的穴播机可根据田间土壤情况的不同，灵活调整播种位置，改

变种植密度，达到玉米增产增收的效果。
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Kinematics Analysis of Corn Hill-seeder based on 4-CRR Parallel Mechanism

Gao Haibao Li Ruiqin Ning Fengping Li Zehui
（School of Mechanical Engineering，North University of China，Taiyuan 030051，China）

Abstract A kind of corn hill-seeder based on 4-CRR parallel mechanism is presented. The degree of
freedom of the 4-CRR parallel mechanism is solved by using screw theory，and verified by using the modified
Kutzbach-Grübler formula. The inverse position solution of the mechanism is solved by using equivalent plane
projection method，and the Jacobian matrix of the mechanism is derived to analyze its velocity. The value range
of rod length of 4-CRR parallel mechanism applied to hill-seeder is analyzed. The workspace of the mecha⁃
nism with a rod length of 250 mm is solved by the limit boundary search method. The moving platform of the
mechanism can realize translation movements along the three coordinate axis directions. The interior of the
workspace is continuous，and a 300 mm×300 mm adjustable seeding area can be formed below the hill-seeder.
The hill-seeder based on 4-CRR parallel mechanism can flexibly adjust the sowing position and change the
planting density according to the different soil conditions in the field to achieve the effect of increasing yield
and income of corn.

Key words 4-CRR parallel mechanism Hill-seeder Workspace Inverse position solution

0 引言

合理密植是提高玉米产量的有效措施之一[1]，玉

米种植时根据条件的不同，株距变化范围为 240 ~
300 mm[2]98-99。根据土壤情况的不同，合理调整播种

位置和玉米种植密度，保证作物生长过程中的整齐

度，已经成为农作物丰产增收栽培技术的重要手

段[2]99-100[3]。目前，机械式播种机在播种过程中不能够

灵活调整行距与株距，手持式播种器不利于大规模

生产。因此，可以考虑将并联机构应用于播种机的

设计当中，提高玉米的播种效率和播种质量。

并联机构具有刚度大、运动灵活、误差不累积

等优势[4-5]，在工业领域得到了广泛应用。余亮等[6]对

一种 T型轴铰链Delta三平动并联机器人的构型设计

进行了研究，综合出多组三平动并联机器人机构。

李坤全等[7]根据空间三平移刚性并联机构的构型特

点，设计了两种结构形式不同的柔性并联机构。叶

伟等[8]设计了一种用于微创手术的远中心并联机构，

该机构能输出 2R1T型运动，且所有运动均通过远端

固定中心。周毅钧等[9]设计了一种 2RPS/2SPS并联机

构，该机构具有 2T2R型输出运动，具有合理稳定的
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运动学特性。郭强等[10]设计了一种具有 5自由度的 4-
SPRR-SPR并联机构，利用封闭矢量法建立了该机

构的逆运动学方程。柴馨雪等[11]设计了一种 2-UPR-
RPU并联机构，推导出了该机构的运动学方程，分

析了机构的运动学奇异性，并给出其 3类奇异位形。

Zhang等[12]设计了一种用于验证液压驱动的 3自由度

并联机构的动力学模型，并用Matlab/Simulink和Ad⁃
ams软件进行了仿真分析研究。Arian等[13]提出了一

种具有4自由度的冗余约束的并联机构，并对其进行

了动力学分析。Chen等[14]提出了一种 3自由度多中心

3-PUU并联机构，讨论了该机构的奇异性，对该机

构进行了逆运动学求解和工作空间分析。Wang等[15]

设计了一种 3-RUS/RRR冗余驱动并联机构，分析了

该机构的灵巧性、奇异性和刚度等运动性能。

本文中提出了一种基于 4-CRR并联机构的玉米

穴播机，该穴播机在作业过程中可灵活调整株距与行

距，且控制简单，能够满足自动化灵活播种的需要。

1 4-CRR并联机构自由度分析

4-CRR并联机构由 4条 CRR支链、动平台和静

平台组成，如图 1所示。静平台和动平台均为正方

形，静平台与支链一端的 C副相连，动平台与支链

另一端的R副相连。每条 CRR支链中 C副轴线与R
副轴线相互平行，且与邻近的CRR支链中的运动副

轴线相互垂直。

图1 基于4-CRR并联机构穴播机的三维模型

Fig. 1 3D model of hill-seeder based on 4-CRR parallel mechanism
为方便对机构的计算和分析过程进行描述，现

对该机构建立坐标系，且运动副位置通过字母表

示，如图 2所示。将静平台形心OB作为静坐标系原

点建立静坐标系 OB-xByBzB（标记为{OB}）， zB轴垂直

于静平台竖直向下；将动平台形心OA作为动坐标系

原点建立动坐标系OA-xAyAzA（标记为{OA}），zA轴垂直

于动平台竖直向下；Bi（i=1，2，3，4）表示各条支

链中 C副的位置，Di（i=1，2，3，4）表示各条支链

中中间 R副的位置，Ai（i=1，2，3，4）表示各条支

链中末端R副的位置，且位于动平台各边中点上，θi
（i=1，2，3，4）表示各条支链中驱动副R副的转角。

图2 4-CRR机构构型

Fig. 2 4-CRR mechanism configuration

图3 CRR-1分支运动螺旋

Fig. 3 Motion helix of CRR-1 limb
运用螺旋理论对该机构自由度进行分析。首先，

取支链 CRR-1作为研究对象，如图 3所示，写出其

在静坐标系{OB}下的运动螺旋为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

$11 = (0 0 0；1 0 0)
$12 = (1 0 0；0 0 a )
$13 = (1 0 0；0 b c )
$14 = (1 0 0；0 d e )

（1）

式中，a、b、c、d、e与运动副的方向和位置有关。

对式（1）求反螺旋，即为支链 CRR-1的约束螺

旋，即

ì
í
î

$ r11 = (0 0 0；0 0 1)
$ r12 = (0 0 0；0 1 0) （2）

同理，可求得另外 3条 CRR支链的约束螺旋，

支链CRR-2的约束螺旋为

ì
í
î

$ r21 = (0 0 0；0 0 1)
$ r22 = (0 0 0；1 0 0) （3）

支链CRR-3的约束螺旋为
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ì
í
î

$r
31 = (0 0 0 ；0 0 1)

$r
32 = (0 0 0 ；0 1 0 )

（4）
支链CRR-4的约束螺旋为

ì
í
î

$r
41 = (0 0 0 ；0 0 1)

$r
42 = (0 0 0 ；1 0 0 )

（5）
求取式（2）~式（5）公共的反螺旋，可得该机构动

平台的运动螺旋系为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

$1 = (0 0 0；1 0 0)
$2 = (0 0 0；0 1 0)
$3 = (0 0 0；0 0 1)

（6）

式（6）表示该机构动平台仅具有沿 x轴、y轴、z

轴 3个方向上的平动，即该机构具有 3个移动自

由度。

采用修正的Kutzbach-Grübler公式对该机构自由

度进行验证，即

F = d (n - g - 1) +∑
i = 1

g

fi + v + ζ （7）
式中，F为机构的自由度；d为机构的阶数；n为包

括机架在内的总构件数目；g为运动副数目；fi为第 i

个运动副的自由度数；v为并联冗余约束；ζ为局部

自由度数。

由式（2）~式（5）可知，该机构具有 1个公共约

束，故 d=5；有 2个冗余约束，v=2；无局部自由度

ζ=0，n=10，g=12。
F = 5(10 - 12 - 1) + 16 + 2 + 0 = 3 （8）
综上，该机构具有沿 x轴、y轴、z轴 3个方向上

的平动，可实现播种过程中播种位置的灵活调整，

满足播种机合理密植的作业要求。

2 4-CRR并联机构的运动学逆解分析

2. 1 位置逆解

机构的位置逆解为已知机构结构尺寸和动平台

位姿，求解输入参数的过程。

图4 CRR-1和CRR-3在OB-yBzB上的投影图

Fig. 4 Projection of CRR-1 and CRR-3 on OB-yBzB plane
该机构动平台位姿为（x，y，z；α，β，γ），其

中，（x，y，z）为动坐标系原点OA在静坐标系中的坐

标。由于该机构仅具有沿 xB轴、yB轴、zB轴 3个方向

上的平动，所以，在运动过程中，α=0，β=0，γ=0，
即动平台位姿为（x，y，z；0，0，0）。取静平台边长

为 lB，动平台边长为 lA，CRR支链中的刚性连杆长度

均为 l。由于支链 CRR-1和支链 CRR-3的运动副轴

线均垂直于平面OB-yBzB，所以，可以根据支链CRR-
1、支链CRR-3、动平台和静平台在OB-yBzB平面上的

投影来计算输入参数 θ1和 θ3。其中，C副投影为 R
副，各连杆的长度均与实际长度相等，A1A3为动平台

投影，其长度为 lA，B1B3为定平台投影，其长度为 lB，

且A1A3始终与B1B3平行，由投影得到的等效平面机构

如图 4所示。等效平面机构中的静坐标系O′B-yBzB是
由机构中的静坐标系OB-xByBzB投影得到，动坐标系

原点OA的投影点为O′A（y，z）。根据等效平面机构的

几何关系可得

A1（y-lA/2，z），A3（y+lA/2，z），B1（-lB/2，0），B3（lB/2，0）
由余弦定理可得输入参数 θ1和 θ3的表达式为

θ1 = arccos
2l2 - z2 - (- lB2 +

lA2 - y ) 22l2

θ3 = arccos
2l2 - z2 - ( lB2 -

lA2 - y ) 22l2
（9）

同理，可得输入参数 θ2和 θ4的表达式分别为

θ2 = arccos
2l2 - z2 - ( lB2 -

lA2 - x ) 22l2

θ4 = arccos
2l2 - z2 - (- lB2 +

lA2 - x ) 22l2
（10）

式（9）和式（10）即为该4-CRR机构的位置逆解。

2. 2 速度分析

根据位置逆解推导该 4-CRR机构的速度雅可比

矩阵，求解驱动副角速度与动平台移动速度的关系。

将式（9）和式（10）变换，去掉反余弦函数，对等

式两边求导，并写成矩阵形式，有

J t θ
· = Jxvp （11）

式中，

J t =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
-sin θ1 0 0 0
0 -sin θ2 0 0
0 0 -sin θ3 0
0 0 0 -sin θ4

，θ̇ =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û
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ú
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ú
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ú

ú

ú

úθ̇1
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θ̇3
θ̇4
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式中，向量 θ̇中的各分量为驱动副转角对时间求导而

得到的驱动副角速度；vp中分量 ẋ、ẏ、ż分别为动平

台沿 xB轴、yB轴、zB轴3个方向上的移动速度。

当 Jt非奇异时，根据式（11）可得该 4-CRR并联

机构的雅可比矩阵 J为

J = J -1t Jx （12）
在播种机作业过程中，可根据田间实际情况和

播种机前进速度调整4-CRR并联机构的驱动角速度，

进而达到对多播种机的精准控制。有

2l2 - 2l2 cos θ1 + 2l2 - 2l2 cos θ3 = lB - lA或
2l2 - 2l2 cos θ2 + 2l2 - 2l2 cos θ4 = lB - lA （13）
当满足式（13）时，动平台与静平台处于同一平

面，该机构处于奇异位置，但在播种机播种过程中

动平台一直位于静平台下方，故此奇异位置不会出

现，对播种机无影响。

3 4-CRR机构工作空间分析

3. 1 CRR支链杆长分析

当机构结构参数静平台边长 lB、动平台边长 lA
以及机架高度 h已知时，取 CRR支链中的刚性连

杆长度均为 l，为了使播种机具有 lW×lW的可调整工

作区域，则对 4-CRR支链的连杆长度 l有一定要

求。由于 4-CRR机构的动平台位于静平台下方，

且鸭嘴式打孔器固定于动平台中心 OA处，且机构

的工作空间受机架高度的限制，工作空间的最低

端为穴播机进行播种作业的区域，则穴播机的可

调整工作区域位于工作空间最低端的平面上。当

动平台中心处于工作区域的边界极限位置时，其

中一条 CRR支链的输入角度处于极限值 π，即该

支链完全伸展，此时是 CRR支链中杆长最短的情

形，杆长为 lmin。以支链 CRR-3完全伸展时的情况

为例进行分析，如图 5所示。

图5 CRR支链杆长极限位置投影

Fig. 5 Projection of limit position of CRR branch link length
图 5中，W1W3部分为可调整工作区域投影，此

时，lmin满足表达式为

lmin = h2 + ( lB + lW - lA2 ) /2 （14）
当CRR支链中的刚性连杆长度过长，会出现如

图 5中的虚线 A3D′3B3 的情况。此时，杆长为 lmax，

CRR支链中的中间R副（D′3）与地面接触，播种时会

产生阻碍，不利于穴播机的播种作业；当CRR支链

中的杆长超出该长度，由几何关系可知，D′3将位于

地面以下，这种情况穴播机将无法完成播种。故 lmax
满足的表达式为

lmax =
h2 + ( lB + lW - lA2 )2

lB + lW - lA
（15）

式（14）和式（15）对已知机架高度 h、动平台边

长 lA、动平台边长 lB，设计带有 lW×lW的可调整工作区

域的用于穴播机的 4-CRR并联机构具有重要意义，

能够有效选取 CRR支链中刚性连杆的长度 l，并可

验证已经存在的 4-CRR机构是否符合要求。

3. 2 工作空间分析

并联机构的可达工作空间是一个衡量机构运动

性能的重要指标，对路径规划有着重要意义。

为使穴播机下方具有 300 mm×300 mm的正方形

可调整区域，取CRR支链中的刚性连杆长度均为 l，

lB=600 mm， lA=200 mm，机架高度为 460 mm，可调

整工作区域边长 lW=300 mm。根据式（14）和式（15）可

得： lmin=230. 1 mm， lmax=477. 3 mm。现对 CRR支链

杆长取 l=250 mm进行工作空间分析。

采用极限边界搜索法对该机构的工作空间进行

搜索，由于鸭嘴式开穴器固定于动平台中心OA，因

此，选择动平台中心，即OA点，作为参考点研究该

4-CRR机构的工作空间。将运动副约束关系和机构

结构尺寸导入Matlab中，设定驱动副转角最大值为

π、最小值为0，求解出的工作空间如图6所示。
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（a） xy投影 （b） xz投影

（c） yz投影 （d）工作空间三维图

图6 4-CRR并联机构工作空间

Fig. 6 Workspace of the 4-CRR parallel mechanism
由图 6中可知，工作空间保持连续，且无空

洞，形状接近四棱凸台。在工作空间下方形成了

一块 300 mm×300 mm的区域，考虑该 4-CRR机构

在穴播机主体上的安装位置，该区为穴播机灵活

调整播种位置提供了有利条件，使得穴播机在前

进过程中，即便不转向的情况下，也可在其下方

300 mm×300 mm的区域内灵活播种。

4 穴播机实例分析

对基于 4-CRR并联机构的玉米穴播机进行仿真

模拟，如图 7所示。穴播机主体在轮子的驱动下沿

直线前进，速度为 1 m/s，依次对 5个播种位置进行

播种。1号和 2号播种孔之间的距离为 300 mm，2号
和 3号播种孔之间的距离为 280 mm，3号和 4号播

种孔之间的距离为 280 mm，4号和 5号播种孔之间

的距离为 260 mm，其中，3号播种孔与另外 4个播

种孔不在同一条直线上。

1~5.播种孔

图7 基于4-CRR机构的玉米穴播机

Fig. 7 Corn hill-seeder based on 4-CRR mechanism
该穴播机完成了5个播种孔上的准确播种，说明

该穴播机能够在前进速度不变的情况下灵活调整播

种距离；3号播种孔的成功播种说明，该穴播机能够

灵活避障。该穴播机能够实现对株距和播种密度的

及时调整，提高了播种作业的效率和质量，具有很

强的实用价值。

5 结语

提出了一种基于4-CRR并联机构的玉米穴播机。

通过螺旋理论得出 4-CRR并联机构具有 3个移动自

由度，该机构具有的自由度符合穴播机灵活播种的

需要；采用等效平面投影法求解了 4-CRR并联机构

的位置逆解，并推导了4个驱动副的角速度与动平台

移动速度之间的关系，对实际穴播机的速度规划具

有重要的理论指导意义；基于玉米播种要求和工作

空间，提出了 4-CRR并联机构的杆长确定方法，获

得杆长取值范围。依据播种要求和杆长取值范围，

选取了 4-CRR并联机构的尺寸，求解了该机构的工

作空间，该穴播机下方具有一块 300 mm×300 mm的

可调整区域，满足玉米播种的行距和株距要求。通

过仿真模拟，证明了该穴播机的可行性与实用性。

该玉米穴播机对提高玉米播种质量，促进增产增收

具有重要意义。
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