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摘要 提出了一种新型点接触齿轮副。在已知齿面上根据设计需要选取灵活的接触迹线，构建

出与之啮合的配对齿轮，并推导出新齿轮副的滑动系数计算方法；设计出以渐开线齿轮作为已知齿

轮、抛物线齿轮为配对齿轮的平行轴内齿轮副。研究结果表明，该齿轮副在啮合过程中时刻保持点

接触状态，啮合点沿着理论接触迹线移动，与理论分析一致；滑动系数的变动范围取决于在齿轮两

端选取啮入点和啮出点所对应的渐开线参数值。
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Coefficient Calculation Method based on Selectable Contact Trail
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Abstract A new type of point contact gear pair is proposed. Based on a tooth surface，the flexible contact
trail is selected according to the design requirements，and the meshing pair gear is constructed，and the sliding
coefficient calculation method of the new gear pair is deduced. Taking the involute internal gear as the given
gear and the parabolic gear as the matching gear，an internal gear pair is designed. The results show that during
the whole meshing process，the gear pair keeps point contact state at all times，and the meshing point moves
along the theoretical contact trail，which is consistent with the theoretical analysis. The variation range of the
sliding coefficient mainly depends on the involute parameter values corresponding to the entry and exit points se⁃
lected at both ends of the gear.
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0 引言

齿轮工业是装备制造业的基础性产业，是实现

产业升级、技术进步的重要保障，在国民经济和国

防领域具有重要的地位[1]。如今，我国对于高端装备

的需求巨大，如何构建传动性能优良的齿轮装置是

我国装备制造业发展中需要解决的重要问题。

齿面的几何特性是提高其性能的关键因素之一。

从 20世纪 70年代开始，国外学者X. Γoxmah和T. Ol⁃
ivier分别对空间啮合理论展开了研究，其成果奠定

了空间啮合原理的理论基础。此后，许多学者开始

研究齿轮啮合的解析法，包括建立啮合方程式，求

解特征线和包络齿面等，并逐渐发展成运动学法[2]。
Litvin F L等[3]对共轭曲面啮合理论进行了全方位的诠

释，叙述了多种形式齿轮的几何学及啮合原理。

Radzevich S P[4]和Dooner D B等[5]分别就一般齿轮传动

基本理论、运动几何学等内容进行了分析研究。

Neagoe M等[6]在摆线针轮行星传动的研究基础上提出

了一种行星轮齿廓为针齿、内齿轮齿廓为内摆线啮

合的少齿差行星传动机构的基本啮合原理及数学模

型。Demenego A等[7]根据摆线泵运动学原理使得任意

时刻只有1对齿呈啮合状态，以避免齿廓干涉、减小
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磨损。

国内在微分几何学、空间曲面共轭几何学及其

基本原理、共轭曲面建模研究方面进步迅速[8]，为齿

轮啮合理论的发展奠定了基础。而对于新型齿轮的

研究同样有所进展，例如，点线啮合齿轮[9]、弧齿线

圆柱齿轮[10]、端曲面齿轮[11]等。此外，贵新成等[12]提

出了具有高重合度的新型内啮合复合摆线齿轮副，

以提高齿轮的承载能力和传动的平稳性。作为对空

间曲面啮合理论的扩展，陈扬枝等[13]通过建立空间

曲线沿接触点主法线方向的啮合方程及啮合曲线方

程，提出了适合于微小弹性啮合轮传动机构的空间

曲线啮合理论。陈兵奎等提出了共轭曲线原理[14]与

线面共轭啮合原理[15]，基于该理论建立的齿轮具有

承载能力高、滑动率低的优点。

本文中提出一种新型点接触齿轮副，并推导了

该齿轮副的滑动系数计算方法。以渐开线内齿轮为

例，设计出具有抛物线齿面的齿轮副；分析了不同

渐开线参数取值范围对滑动系数的影响。

1 齿轮副几何构建方法

1. 1 齿轮副构建步骤

本文中提出的新型点接触齿轮副是基于一个已

知齿轮，构建出与之正确啮合的配对齿轮。由于理

论接触迹线在已知齿面上选取，因此，通过探寻接

触迹线特性，可获得具有优良啮合性能的齿轮传动。

具体构建步骤如下所述（图1）。

图1 齿轮副构建步骤

Fig. 1 Construction steps of gear pair
步骤 1：在已知齿轮齿面上选取一条光滑曲线作

为理论接触迹线。

步骤 2：根据所构建齿轮副的轴线相对位置（平

行轴、相交轴、交错轴），构建笛卡尔空间坐标系，

求解接触迹线间的相对运动速度及法矢量。

步骤 3：构建啮合方程数学模型，通过坐标变换

求解与选取接触迹线相啮合的共轭曲线。

步骤 4：通过法矢量扫掠法，将轮齿齿廓沿共轭

曲线扫掠后形成新的齿轮齿面，从而构建出与之正

确啮合的配对齿轮。

1. 2 接触迹线选取

对于目前应用广泛的齿轮，如渐开线斜齿轮、

圆弧齿轮等，其轮齿齿面可以看成由齿廓沿着一条

引导线（圆柱螺旋线）扫掠后形成。本文中所提出的

新型齿轮的特点在于该引导线可根据需要选取，而

不局限于圆柱螺旋线，从而为齿轮副构建提供了很

大的灵活性。

点接触齿轮的啮合点运动方式为从齿轮一端向

另一端移动，接触迹线通常沿轴线方向，如圆弧齿

轮。本文中，其啮入点和啮合点可在齿轮两端面灵

活选取，将齿面上连接两点的光滑曲线作为接触迹

线。该接触迹线理论上有无数种取法（图 2），作为曲

面上连接两点的曲线，最短的一条为测地线，但其

求解方式往往比较复杂。因此，可取一条简单曲线

作为接触迹线以减少计算量。

图2 接触迹线选取

Fig. 2 Select of contact trace
令已知齿面 Σ2在其移动坐标系 S2下的曲面方

程为

Σ 22 = x2 (u，v )i2 + y2 (u，v ) j2 + z2 (u，v )k2 （1）
式中，x2（u，v）、y2（u，v）、z2（u，v）为 u、v的纯量

函数；i2、j2、k2分别为坐标系 S2下 x轴、y轴、z轴的

单位矢量。

不同的参数变量关系可确定不同的接触迹线。

假设已知齿面中变量u、v有线性关系

v = uθ + b （2）
则该理论接触迹线可表示为

ì
í
î

Γ 22 = x2 (u，v )i2 + y2 (u，v ) j2 + z2 (u，v )k2
v = uθ + b （3）

1. 3 啮合方程求解

本节中以平行轴内啮合齿轮副为例进行推导，

其他类型的齿轮推导过程与此类似。

首先，构建空间坐标系如图 3所示， S0（O0-
x0y0z0）和 Sp（Op-xpypzp）分别为两齿轮所在的固定坐标

系；S1（O1-x1y1z1）和 S2（O2-x2y2z2）分别为两齿轮所在的

移动坐标系。齿轮 1以角速度ω1绕坐标轴 z0旋转，齿

轮 2以角速度ω2绕坐标轴 zp旋转。坐标轴 z0和坐标轴
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zp相互平行，且距离（中心距）为 a。在某一时刻，齿

轮 1和齿轮 2转过的角度分别为ϕ1和ϕ2，Pt为两条接

触迹线的接触点。

图3 坐标系构建

Fig. 3 Construction of coordinate system
坐标系 S2下两齿轮在啮合点处的相对运动速度

可表示为
v (12)2 = [-(ω1 - ω2 )y2 - aω1 sin ϕ2 ] i2 +

[ (ω1 - ω2 )x2 - aω1 cos ϕ2 ] j2 （4）
由几何关系可得，在坐标系 S2中，已知曲面 Σ2

在啮合点Pt处的法向量可表示为

n2 = ∂Σ
22∂u × ∂Σ 22∂v （5）

因此，啮合方程为

v (12)2 ∙n2 = 0 （6）
1. 4 共轭曲线求解

由坐标变换关系可得，共轭曲线上的任意点是

已知接触迹线上满足啮合方程的点通过坐标变换得

到的。因此，与接触迹线Γ2相接触的共轭曲线Γ1在
坐标系S1下的方程可表示为

ì
í
î

Γ 21 = M12Γ 22 = M10M0pMp2Γ 22
v (12)2 ∙n122 = 0 （7）

式中，
M12 = M10M0pMp2 =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos (ϕ1 - ϕ2 ) sin (ϕ1 - ϕ2 ) 0 -a cos ϕ1-sin (ϕ1 - ϕ2 ) cos (ϕ1 - ϕ2 ) 0 a sin ϕ10 0 1 00 0 0 1
（8）

1. 5 共轭齿面构建——法矢量扫掠法

齿轮齿廓决定了齿轮的接触性能。本节中提出

了将共轭曲线作为引导线，齿廓作为母线沿共轭曲

线扫掠形成齿面，同时保证新齿面与已知齿面接触

方向一致的齿面构建方法。如图 4所示，假设 β、α

和 γ构成了移动坐标系 Sc的 3个坐标轴，其中，β1、

α1和γ1分别为第 1. 4节中共轭曲线在坐标系 S1下的主

法矢、切矢和副法矢，可以看出，β1同时为新齿面

的法向量。接触点Pt为移动坐标系Sc原点。

图4 齿面构建

Fig. 4 Construction of tooth surface
首先，求解移动坐标系坐标轴矢量。根据几何

学关系，将β1、α1和γ1的单位矢量表示为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ndβ = ndxβic + ndyβ jc + ndzβkc
ndα = ndxαic + ndyα jc + ndzαkc
ndγ = ndxγic + ndyγ jc + ndzγkc

（9）

式中，ndβ、ndα、ndγ分别为 β1、α1和 γ1的单位矢量；

ndxi、ndyi、ndzi（i=β，α，γ）分别为相应单位矢量在 x
轴、y轴、z轴上的坐标值。

其次，坐标系Sc下的齿廓方程可表示为

Γ ( t ) = ( xc，yc，zc，1)T （10）
式中，xc、yc、zc为齿廓曲线的坐标值；t为齿廓曲线

参数。

因此，新齿面在坐标系S1下的曲面方程为

ì
í
î

ïï

ïïïï

xΣ1 = ndxβ xc + ndxα yc + ndxγ zc + xΓ1
yΣ1 = ndyβ xc + ndyα yc + ndyγ zc + yΓ1
zΣ1 = ndzβ xc + ndzα yc + ndzγ zc + zΓ1

（11）

式中，xΣ、yΣ、zΣ分别为新齿面的坐标值；xΓ1、yΓ1、
zΓ1分别为式（7）中求得的共轭曲线Γ1的坐标值。

对齿轮参数齿顶圆、齿根圆和齿宽进行计算，

则完整的轮齿齿面可通过齿顶圆曲面、齿根圆曲面

和齿轮端面截取获得，如图 5所示。这样便构建出

一个完整的轮齿齿面，其他轮齿可通过该轮齿阵列

后得到。

图5 轮齿构建

Fig. 5 Gear tooth construction
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2 滑动系数计算方法

齿轮在啮合过程中，相互啮合的一对齿面在接

触线（点）处的相对运动速度往往不同，而传动过程

中载荷的作用，将使得两齿面产生相对滑动和摩擦。

相对滑动量的大小可用滑动系数来表示。滑动系数

的绝对值越大，齿面间的相对滑动就越严重，齿面

磨损也越严重，越容易发生失效。因此，滑动系数

是衡量齿面接触迹线处磨损程度的重要标准。

根据滑动系数的定义，在接触点处的滑动系

数为

η1 = lim
ΔS1 → 0

ΔS1 - ΔS2
ΔS1

= 1 - dS2dS1 （12）

η2 = lim
ΔS2 → 0

ΔS2 - ΔS1
ΔS2

= 1 - dS1dS2 （13）
其中，

dS1 = dx2Γ1 + dy 2Γ1 + dz2Γ1 dθ （14）
dS2 = dx2Γ2 + dy 2Γ2 + dz2Γ2 dθ （15）
因此，滑动系数可表示为

η1 = 1 - dx2Γ2 + dy 2Γ2 + dz2Γ2
dx2Γ1 + dy 2Γ1 + dz2Γ1

（16）

η2 = 1 - dx2Γ1 + dy 2Γ1 + dz2Γ1
dx2Γ2 + dy 2Γ2 + dz2Γ2

（17）

3 抛物线齿面齿轮副构建实例

本节中以平行轴渐开线内齿轮副为例，通过设

定具体参数，构建以渐开线齿轮为已知齿轮、抛物

线齿轮为配对齿轮的齿轮副，对提出的齿轮副构建

方法进行理论验证；并计算新型齿轮副滑动系数，

讨论不同接触迹线对滑动系数的影响。

3. 1 齿轮副构建

根据第 1. 2节中所述，可知内齿轮齿面 Σ2在其

移动坐标系S2下的曲面方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

xΣ2 = r cos (θ + α ) + rθ sin (θ + α )
yΣ2 = r sin (θ + α ) - rθ cos (θ + α )
zΣ2 = pα

（18）

式中，r为齿轮基圆半径；θ为渐开线参数，即渐开

线展角；α为旋转角；p为齿轮螺旋参数，即螺旋

升角。

齿面Σ2上选取接触迹线的形状可由参数 θ和α决

定。在此，假设两参数具有如下关系：

α = kθ + b （19）
如图 6所示，P1、P2分别为啮入点和啮出点；接

触点 Pt为接触迹线上任意一点；其渐开线参数范围

为[θ1，θ2]，θ1和 θ2分别为齿轮两端面上啮入点与啮出

点处的渐开线参数值，且具有以下关系：

α
φt
= θ - θ1
θ2 - θ1 （20）

式中，φt为啮入点与啮出点在端面投影的夹角。

图6 几何关系示意图

Fig. 6 Schematic diagram of geometry relationship
另外，由图6中还可得出以下关系：

ϕt2π =
B
2πp （21）

式中，B为齿轮齿宽。

由以上推导可得

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

k = B
p (θ2 - θ1 )

b = - θ1B
p (θ2 - θ1 )

（22）

因此，接触迹线的数学表达式为

Γ 22 =
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

xΓ2 = r cos (θ + α ) + rθ sin (θ + α )
yΓ2 = r sin (θ + α ) - rθ cos (θ + α )
zΓ2 = pα
α = kθ + b

（23）

根据式（5），坐标系 S2中齿面Σ2在啮合点Pt处的

法向量可表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

nx2 = -prθ sin [ (k + 1)θ + b ]
ny2 = prθ cos [ (k + 1)θ + b ]
nz2 = -r2θ

（24）

因此，啮合方程为

A sin ϕ2 + B cos ϕ2 = M （25）
式中，ϕ1 = i12ϕ2；A = i12anx2；B = i12any2；M = ( i12 -
1) ( x2ny2 - y2nx2 )。

将式（6）、式（23）、式（24）和式（25）代入

式（7），可求解出与选取接触迹线相啮合的共轭曲线
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方程为

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

xΓ1 = xΓ2 cos [ ( i12 - 1)ϕ2 ] + yΓ2 sin [ ( i12 -1)ϕ2 ] - a sin ( i12ϕ2 )
yΓ1 = -xΓ2 sin [ ( i12 - 1)ϕ2 ] + yΓ2 cos [ ( i12 -1)ϕ2 ] + a sin ( i12ϕ2 )
zΓ1 = zΓ2
A sin ϕ2 + B cos ϕ2 = M

（26）

根据第 1. 5节中所述，坐标系 Sc下的抛物线齿廓

方程为

Γ ( t ) = ( xc，yc，zc，1)T = ( k1 t2 0 k1 t 1 )T （27）
移动坐标系Sc的坐标轴矢量β1、α1和γ1分别为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

nxβ2 = n'x2 cos [ ( i12 - 1)ϕ2 ] + n'y2 sin [ ( i12 - 1)ϕ2 ]
nyβ2 = -n'x2 sin [ ( i12 - 1)ϕ2 ] + n'y2 cos [ ( i12 - 1)ϕ2 ]
nzβ2 = n'z2

（28）

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

nxα2 = x'Γ2 cos [ ( i12 - 1)ϕ2 ] + y'Γ2 sin [ ( i12 - 1)ϕ2 ]
nyα2 = -x'Γ2 sin [ ( i12 - 1)ϕ2 ] + y'Γ2 cos [ ( i12 - 1)ϕ2 ]
nzα2 = z'Γ2

（29）

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

nxγ2 = nyβ2nzα2 - nyα2nzβ2
nyγ2 = nzβ2nxα2 - nzα2nxβ2
nzγ2 = nxβ2nyα2 - nxα2nyβ2

（30）

单位化后得

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

nnxi2 =
nxi2

n2
xi2
+ n2yi2 + n2zi2

nnyi2 =
nyi2

n2xi2 + n2yi2 + n2zi2
nnzi2 =

nzi2
n2xi2 + n2yi2 + n2zi2

（31）

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

nnxi2 =
nxi2

n2xi2 + n2yi2 + n2zi2
nnyi2 =

nyi2
n2xi2 + n2yi2 + n2zi2

nnzi2 = nzi2
n2xi2 + n2yi2 + n2zi2

（32）

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

nnxi2 =
nxi2

n2xi2 + n2yi2 + n2zi2
nnyi2 =

nyi2
n2xi2 + n2yi2 + n2zi2

nnzi2 =
nzi2

n2xi2 + n2yi2 + n2zi2

（33）

则齿轮1的齿面方程为

Γ 11 =
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

xΣ1 = nnxβ2xc + nnxα2yc + nnxγ2 zc + xΓ1
yΣ1 = nnyβ2xc + nnyα2yc + nnyγ2 zc + yΓ1
zΣ1 = nnzβ2xc + nnzα2yc + nnzγ2 zc + zΓ1

（34）

3. 2 啮合仿真

本文中提出的新型齿轮三维模型通过Matlab和
UG进行精确建模。先在Matlab软件中编写齿面方程，

得到齿面上的数据点坐标；导入到UG中进行曲面拟

合后形成齿面三维模型。相关齿轮参数如表1所示。

表1 齿轮副参数

Tab. 1 Parameters of gear pair

参数名称

法向模数mn/mm
螺旋角β/（°）
齿轮1齿数 z1
齿轮2齿数 z2

参数值

2
22
18
267

参数名称

齿宽 B/mm
啮入点渐开线参数 θ1/rad
啮出点渐开线参数 θ2/rad

旋向

参数值

25
0. 33
0. 45
右旋

图 7所示为UG中齿轮副三维模型的运动仿真模

型。由图 7中可以看出，在啮合整个过程中，齿轮

副时刻保持点接触状态，且啮合点沿着理论接触迹

线移动。

（a）啮入位置 （b）任意位置 （c）啮出位置
图7 UG三维运动仿真模型

Fig. 7 Three-dimensional motion simulation model in UG
3. 3 滑动系数计算

相共轭的一对啮合迹线已在第 3. 1节中得到，

根据第 2节中所述，将式（23）、式（26）代入（14）、

式（15），可得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

dx1dθ = r [ (1 + k )θ cos (α + θ ) - k sin (α + θ ) ]dy1dθ = r [ k cos (α + θ ) + (1 + k ) sin (α + θ ) ]dz1dθ = kp
（35）
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î
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ï

ï

ï

ï

dx2dθ = c2t x1 + c2x'1 - c1t y1 - c1y'1 -1
i12
aϕ' (θ ) sin ( 1i12 ϕ1 )dy2dθ = c1t x1 + c1x'1 + c2t y1 - c2y'1 +1

i12
aϕ' (θ ) cos ( 1i12 ϕ1 )dz2dθ = kp

（36）

式中，c1 = sin [ (1 - 1
i12
)ϕ1 ]；c1t = (1 - 1

i12
) cos [ (1 -
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1
i12
)ϕ1 ] ϕ' (θ )；c2 = cos [ (1 - 1

i12
)ϕ1 ]；c2t = -(1 -

1
i12
) sin [ (1 - 1

i12
)ϕ1 ] ϕ' (θ )；ϕ' (θ ) = 1/ 1 - M 2

A2 + B2
( M

A2 + B2 )' + 1/ [1 + (
A
B ) 2 ] (

A
B )'。

再将式（32）、式（33）代入式（16）、式（17），便

得到新型齿轮副滑动系数在不同啮合点处的变化情

况。图 8所示为根据表 1中齿轮参数得到的齿轮滑动

系数变化曲线。在啮合过程中，随着啮合点的移动，

两齿轮的滑动系数均在 [-6. 8×10-3 4. 7×10-3]范围

内，接近于纯滚动。

图8 齿轮副滑动系数变化曲线

Fig. 8 Variation curve of sliding coefficient of gear pair
3. 4 参数对滑动系数影响分析

根据以上分析可知，齿轮副齿面模型很大程度上

取决于接触迹线的选取。为分析不同接触迹线对滑动

系数的影响，本节中设置了不同的参数值，利用Mat⁃
lab绘制了不同参数下两齿轮滑动系数变化情况曲线

图。根据参数变化情况，分析滑动系数绝对值的大

小。表2所示为3组参数下滑动率的最大值与最小值。

图9所示为不同参数下对应滑动系数变化曲线图。
表2 不同渐开线参数下的滑动系数

Tab. 2 Sliding coefficient under different involute parameters

组数

1
2
3

渐开线参数/rad
θ1=0. 36，θ2=0. 42
θ1=0. 33，θ2=0. 45
θ1=0. 29，θ2=0. 48

滑动系数η1
最小值

−0. 9×10-3
−6. 8×10-3
-0. 013

最大值

0. 5×10-3
4. 7×10-3
0. 008

滑动系数η2
最小值

−0. 5×10-3
−4. 7×10-3
−0. 008

最大值

0. 9×10-3
6. 8×10-3
0. 013

（a）第1组滑动系数变化曲线

（b）第2组滑动系数变化曲线

（c）第3组滑动系数变化曲线

图9 不同渐开线参数下的滑动系数变化曲线

Fig. 9 Variation curves of sliding coefficient under different
involute parameters

可以看出，滑动系数的变动范围主要取决于在

齿轮两端选取啮入点和啮出点所对应的 θ值。当两点

的 θ值越接近时，滑动系数的变化范围越小，反之越

大；另外，节点处的滑动系数均为 0，此特点与渐开

线齿轮相同，但滑动系数比渐开线齿轮小很多。

4 结论

（1）提出了一种点接触齿轮构建方法。通过在

已知齿轮齿面上选取一条光滑曲线作为理论接触迹

线，求解与选取接触迹线相啮合的共轭曲线，将抛

物线齿廓沿共轭曲线扫掠后形成新的齿轮齿面，构

建出新型点接触齿轮副理论模型。

（2）利用提出的齿轮构建方法，在已知渐开线

齿面基础上，形成与之配对的抛物线齿面，得到满

足啮合要求的点接触齿轮副。
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（3）通过啮合仿真分析可知，新齿轮副在整个啮

合过程中，齿轮副时刻保持点接触状态，且啮合点沿

着理论接触迹线移动，与理论分析一致；通过滑动系

数分析可知，滑动系数的变动范围主要取决于在齿轮

两端选取啮入点和啮出点所对应的 θ值。当两点的 θ
值越接近时，滑动系数的变化范围越小，反之越大。
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