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摘要：【目的】 现有谐波减速器柔轮空间齿面设计未能充分考虑柔轮的空间锥度变形。为此，基

于线面共轭原理，兼顾柔轮空间变形，由给定刚轮齿面推导无干涉、点接触、零侧隙的柔轮空间齿

面，并分析实际加工与装配过程中产生的综合误差对齿面啮合性能的影响。【方法】 首先，将综合误

差划分为装配误差、波高误差及齿厚偏差三类，构建对应误差矩阵并耦合至空间齿面模型；其次，

由给定刚轮齿面，推导得到无干涉、零侧隙、点接触的柔轮空间齿面；最后，以刚、柔轮齿面啮合

时的法向侧隙为评判指标，开展正交试验与极差分析。【结果】 分析结果表明，当存在误差时，刚、

柔轮齿面间发生几何干涉，使法向侧隙出现负值，且对装配误差最为敏感。其中，Y 方向（齿厚方

向）装配误差的法向侧隙极差远大于轴向。在谐波减速器各零件的设计生产中，优先保证径向的加工

精度有利于降低误差对刚、柔轮齿面啮合的影响。
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0 引言

谐波减速器是一种广泛应用于航空航天、机器

人和医疗器械等有高精密传动需求领域的精密传动

装置，具有较高的传动精度和传动平稳性，在兼具

较小的体积质量的同时能够提供较大的传动比[1-2] 。

在刚、柔轮齿面啮合过程中，柔轮在波发生器的作

用下做周期性变形，导致谐波齿轮的齿面设计困

难[3] 。现有的谐波齿面设计研究中，主要通过柔轮齿

廓运动规律近似拟合刚轮齿廓，归根结底只是在不

同截面中的二维齿廓设计[4-5] ，这样得到的齿面从啮

合原理上存在着先天的不足。谐波齿轮齿面的设计

需要将柔轮杯体变形的影响充分考虑在柔轮运动规

律中。杨勇等[6]提出一种基于柔轮平面弹性变形特性

的运动学建模方法，为零间隙谐波传动系统的平面

共轭齿形优化设计提供了理论参考。Dong等[7]提出一

种考虑柔轮锥度变形的运动学建模方法，强调了由

于柔轮杯体的变形，共轭齿廓需设计为空间曲面形

式，否则可能会引起齿间干涉，但未设计具体的空

间齿廓。王家序等[8-11]在柔轮齿面设计中沿齿宽方向

考虑了不同截面的径向变形。朱飞鸿等[12]基于柔轮

筒体变形构建了谐波齿轮空间运动模型，但在齿面

设计上仍然局限于多个平面齿廓截面拟合空间齿廓。

在实际生产、装配过程中，各零件的加工误差使得

实际啮合状态与理论计算存在偏差，大量学者对此

展开了分析研究。陈茜等[13]研究了齿厚偏差对谐波

齿轮传动系统的影响，分析了其对齿面啮合特性和

柔轮应力分布的作用规律，并构建了基于多齿非线

性弹性接触理论的柔轮应力响应面有限元模型。

Chen 等[14]通过研究齿形的啮合特征，提出将齿隙作

为谐波减速器传动误差的评价指标，并采用有限元

仿真对设计参数进行了优化。Yang 等[15]提出一种短

齿渐开线齿廓的齿厚偏差计算方法，研究了齿厚偏

差对侧隙的影响规律，并提出一种通过调整径向变

形来补偿齿隙的算法。Song 等[16]通过运动学方法建

立齿轮传动的数学模型，考虑了机床和插齿刀的圆

跳动误差，分析了两类圆跳动误差对谐波减速器精

度的影响，为误差对齿面啮合的影响提供了依据，

但分析的误差种类比较单一。彭昌琰[17]分析了机器

人精密减速器的误差特性，重点探讨了零件加工误
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差、装配误差和结构变形之间的耦合关系，基于几

何误差理论构建了面向角度测量的数学模型，并开

发了考虑系统结构特性的误差建模方法。侯昱辉[18]

研究了机器人系统中由制造误差引发的运动学误差机

制，全面评估了柔轮、刚轮及波发生器等关键组件的

制造精度对运动学性能的综合影响，但缺乏对空间齿

廓的影响研究，且未提出指导实际生产的举措。

本文基于线面啮合理论[19]建立渐开线柔轮空间

齿廓，并修正圆周侧隙为法向侧隙；引入误差矩阵，

分析存在装配和制造等误差时，各误差对刚、柔轮

齿面啮合时法向侧隙的影响；通过正交试验进行误

差敏感性分析，以期找到敏感误差，为实际生产中

减小误差对刚、柔轮齿面啮合的影响提供参考。

1 线面共轭柔轮空间齿面设计

在谐波传动中，柔轮杯体由波发生器的撑胀而

产生空间锥度变形，其所形成的空间齿面可以基于

线面共轭理论进行设计。线面共轭理论揭示了曲线

与曲面在给定的运动规律下的啮合方式。构建线面

共轭运动需要3个基本条件：①确定初始曲面；②选

定初始曲面上的一条接触迹线；③确定运动规律。

由此，线面共轭谐波空间齿面设计步骤包括：

在指定的柔轮或刚轮齿面上选定一条接触迹线，求

解该接触迹线在给定运动规律下的共轭曲线；在此

共轭曲线上构建刚轮或柔轮齿廓，最终形成空间齿

面。基于线面共轭的空间齿面设计，包括由柔轮推

导刚轮的空间齿面与由刚轮推导柔轮的空间齿面。

其中，刚轮为内齿，设计成空间齿面的加工便利性

不如柔轮（外齿），故本文通过渐开线刚轮直齿齿面

求解渐开线柔轮空间齿面。

1. 1　谐波齿轮传动空间坐标系

图1所示为针对柔轮杯体的空间变形建立的谐波

传动空间坐标系。图 1中，S{OXYZ}为与波发生器固

连的动坐标系，原点O为波发生器的旋转中心，X轴

为长轴方向；S1{O1X1Y1Z1}为构建在柔轮齿圈中性层

上的动坐标系，X1为柔轮齿中心对称线；定坐标系

S2{O2X2Y2Z2}建立在刚轮齿槽对称线上，O2为刚轮的

旋转中心。坐标系中各参数的含义如表1所示。

如图2所示，在谐波传动空间坐标系中建立辅助

坐标系 Sa、Sb和 Sc来表示柔轮杯体与齿圈产生的空间

变形特征。其中，Mc2表示刚轮坐标系 S2到辅助坐标

系 Sc的坐标变换；柔轮母线发生锥度变形后，可描

述为辅助坐标系 Sc到 Sb的变换，变换矩阵记为Mbc；

辅助坐标系 Sb到Sa 的变换表示柔轮母线发生的扭转

变形，记为Mab；用M1a来表示辅助坐标系 Sa到柔轮

坐标系 S1的坐标变换。最终，刚轮坐标系可通过辅

助坐标系转换至柔轮坐标系上，其变换矩阵M12为
M12 = M1aMabMbcMc2 （1）

其中，
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图1　谐波传动空间坐标系

Fig. 1　Spatial coordinate systems for the harmonic drive

表1　谐波传动坐标系中各参数含义

Tab. 1　Significance of each parameter in harmonic drive 

coordinate systems

符号

φ

φ1
φ2
α

γ

β

θ

ξ

μ

含义

波发生器X轴与柔轮输出端的夹角

波发生器X轴与柔轮变形端的夹角

波发生器X轴与X2轴的旋转角度

柔轮非变形端与X2轴的夹角

柔轮变形端与X2轴的夹角

刚轮齿槽中心线与柔轮齿中心线的夹角

径向位移引起的柔轮变形端的转角

切向位移引起的柔轮变形端的转角

柔轮变形端的法向转角
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式中，r为极径OO1的长度。

将M12 中的位移变换项去除，可得底矢变换矩

阵W12。
为便于后续计算，坐标系中各转角可与 φ1 建立

表达式：

r0φ = ∫0

φ1
r2 + ( dr

dφ1
) 2 dφ1 （6）

φ2 = z1φ
z2r0

（7）
μ = arctan ṙr （8）
γ = φ1 - φ2 （9）
β = γ + μ （10）
θ = arctan r - r0

l （11）
ξ = r0 (φ - φ1 )

l
（12）

式中，r0为未变形前的柔轮中性层半径；z1、z2分别

为柔轮和刚轮的齿数；l为设计主截面至柔轮杯底的

距离。

1. 2　求解柔轮齿面共轭接触点

如图3所示，在刚轮坐标系中选定渐开线刚轮直

齿齿面螺旋线方向上一光滑曲线Γ2 作为刚轮接触迹

线，该曲线的方程可以表示为
Γ2 =（xΓ2 yΓ2 zΓ2 1）T （13）

其中，
xΓ2 = r2 [-sin (uk - θk ) + uk cos α0 cos (uk -

θk + α0 ) ]
yΓ2 = r2 [ cos (uk - θk ) + uk cos α0 sin (uk -

θk + α0 ) ]
zΓ2 ∈ [ 0，b ]

式中，r2为刚轮的分度圆半径；uk为选定的展角参

数；α0 为基准齿形角；θk为刚轮齿槽所对中线角的

一半，θk=s/（mz2），s为变位后刚轮齿槽分度圆的齿

厚，s=m（0. 5π + 2xtan α0），m为齿轮模数，z2为刚轮

齿数，x为刚轮的变位系数；b为齿宽。

基于齿轮啮合原理，建立的啮合方程表达式为
n iv (12)

i = 0( i = 0，1，2) （14）
式中，ni和 v (12)

i 分别为齿轮在啮合位置处的单位法向

量与运动速度矢量。

在坐标系S1中，ni和 v (12)
i 可分别表示为

n1 = W12n2 （15）
v (12)1 = dr1dt = dM12dt r2 （16）

式中， r1、 r2 分别为柔轮、刚轮的齿面向径； t为
时间。

啮合方程可以转化为

n1∙v (12)1 = nT2W T12
dM12dt r2 = 0 （17）

根据数值离散方法，选定参数 uk的值或范围。

将刚轮接触迹线沿螺旋线方向分解为 k个离散点；再

将每一个离散点上对应的矢径与法向量代入式（17）
中，得到该点啮合时的转角 φ1i（i = 1，2，…，k）；

最后得到相应的变换矩阵M12。根据

Γ1 = M12Γ2 （18）
即可得到在柔轮坐标系下与选定的刚轮接触迹线共

轭的柔轮接触迹线Γ1，其由接触点 ji（i=1，2，…，

k）构成。

1. 3　求解柔轮空间齿面

将柔轮的渐开线截面构建在各柔轮接触点 ji上并

不能够得到柔轮的空间齿面，需要将接触点 ji还原至

撑胀前的位置。每一个接触点可以用其对应的啮合

时的转角φ1 得到还原矩阵T1'1（φ1），故柔轮撑胀前的

接触迹线可以表示为

Γ1' = T1'1Γ1 （19）
其中，

T1'1 =
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0 0 1 -l sin θ tan θ
0 0 0 1

（20）

图3　刚轮接触迹线选取

Fig. 3　Selection of the contact trace of the rigid gear

（a） S2 - Sc          （b） Sc - Sb

（c） Sc - Sa          （d） Sa - S1
图2　谐波传动辅助坐标系

Fig. 2　Auxiliary coordinate systems for the harmonic drive
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式中，Δl为柔轮齿截面到柔轮筒底的距离；w为柔

轮变形端的径向变形。

求得的柔轮接触迹线Γ1'无法进行传动，还需要

将其构建为具体的曲面形式。在柔轮接触迹线Γ1'上
的每一接触点的法平面内构建柔轮截面齿廓曲线，

即该曲线要过接触点，并在接触点处的主法矢方向

与接触点处还原后的单位公法矢方向保持一致。在

柔轮接触迹线Γ1'上每一个点都构建了截面齿廓曲线

后，即可得到一个连续的曲面Ω1'，其可作为柔轮的

空间齿面。

在求解得到柔轮的空间齿面后，可以通过构建

撑胀矩阵T11'，根据

Ω1 = T11'Ω1' （21）
其中，

T11' =
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（22）

得到在任意转角 φ1i（i = 1，2，…，k）时正在参与啮

合的柔轮齿面Ω1。

2 存在装配误差与制造误差时的啮合齿面计算

当刚轮、柔轮参与啮合时，侧隙往往可以直观

反映刚、柔轮齿面之间的接触状态。传统计算侧隙

的方法多为计算两齿面上两点之间的圆周侧隙，即

指定柔轮上齿廓一点K1（XK1，YK1），以中心O1到K1点
的距离 rK为半径画圆，该圆与刚轮齿廓相交于点 K2
（XK2，YK2），计算K1与K2点之间的欧氏距离d，得到柔

轮与刚轮啮合处的圆周侧隙 jt。但齿轮发生啮合时，

力与运动的传递都是发生在法向方向上的，圆周侧隙

在定义上不足以表达齿面接触，且求得的欧氏距离永

远为正，无法判断齿面的干涉与否。故本文将两点之

间的距离d投影至柔轮K1点处的法线上，如图4所示，

得到柔轮上该点的法向侧隙 jn，具体可表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

rK = x2
K1 + y 2

K1

d = ( xK2 - xK1 )2 + ( yK2 - yK1 )2

jn = dn r
（23）

式中，nr为柔轮齿面上任意点的单位法向量。

当考虑刚、柔轮的装配误差与制造误差时，原

本点接触的两齿面啮合状态可能会发生齿面干涉，

刚、柔轮齿面间的法向侧隙 jn呈现负值，将其作为评

判指标，研究齿面接触状态变化规律。

2. 1　含装配误差的啮合齿面

当谐波齿轮进行装配时，凸轮与柔性轴承通过

过盈配合组成波发生器，波发生器与柔轮内壁之间

也为过盈装配，可以认为凸轮、柔性轴承与柔轮之

间强制同心；刚、柔轮之间的装配误差主要来自凸

轮中心与刚轮中心之间的轴向与径向偏移量。

如图 5所示，以刚轮坐标系 S2的中心O2为基准，

波发生器装入柔轮后沿坐标系 S2中 X2、Y2和 Z2方向

偏移的柔轮齿面为Ωa1，此时与刚轮齿面的啮合为含

有装配误差的接触状态。为方便计算，引入装配误

差矩阵Ta，则偏移后的柔轮齿面Ωa1可表示为

Ωa1 = TaΩ1 （24）
其中，

Ta =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 EX0 1 0 EY0 0 1 EZ0 0 0 1
（25）

式中，EX、EY、EZ分别为凸轮中心沿坐标系 S2中X2、
Y2和Z2方向的偏移量。

2. 2　含制造误差的啮合齿面

如图6所示，谐波齿轮的制造误差主要包含两个

方面，由凸轮加工误差 Ees、柔性轴承内圈误差 Ebi、
外圈误差 Ebo、轴承游隙 Ebc 以及柔轮内壁误差 E fi 复
合等效成的长轴处波高误差wE 和刚、柔轮的齿厚偏

差 Es2 与 Es1。波高的改变会直接改变柔轮的变形及

刚、柔轮两齿面的啮合状态。设波高误差wE = Ees +
Ebi + Ebo - Ebc + E fi，则有发生改变的撑胀矩阵 Tw11'，

波高改变后啮合状态下的柔轮齿面Ωw1可表示为

图4　法向侧隙坐标关系

Fig. 4　Coordinate relation of the normal backlash

图5　含装配误差的凸轮偏移

Fig. 5　Cam offset with the assembly error
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Ωw1 = Tw11'Ω1' （26）
其中，

Tw11' =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úcos μw -sin μw 0 ΔlwEcos γw
l

sin μw cos μw 0 -r0 sin (αw - γw )
0 0 1 l sin θw tan θw0 0 0 1

（27）

式中，μw、γw、αw 以及 θw 均为波高产生变化后的

转角。

如图7所示，为表征齿厚偏差对齿面的影响，对

柔轮空间齿面Ω1'与刚轮直齿面Ω2离散点进行法向偏

移 。 设 柔 轮 空 间 齿 面 Ω1' 上 任 意 一 离 散 点 为

Pi (PiX，PiY，PiZ )，该位置处的空间齿面单位法向量

为 nPi=（nPiX，nPiY，nPiZ），将原齿面离散点Pi沿空间法

向量 nPi方向偏移Es1，得到含齿厚偏差的柔轮空间齿

面离散点 P'i (P'iX，P'iY，P'iZ ) 并张成曲面ΩP1'，其空间

坐标关系满足：

ì
í
î

ïï

ïïïï

P'iX = PiX + Es1nPiX
P'iY = PiY + Es1nPiY
P'iZ = PiZ + Es1nPiZ

（28）
齿厚偏差对刚轮的影响同理，可得ΩP2'。

2. 3　含综合误差的啮合齿面

想要得到上述装配误差、波高误差以及齿厚偏差

复合形成的综合误差对齿面啮合的影响，需要将各种

误差在齿面啮合的不同阶段考虑进去。在计算得到理

论的柔轮空间齿面Ω1' 后，根据各误差产生的先后顺

序，可以先求解含有齿厚偏差的柔轮空间齿面，再考

虑波高误差，最后乘以装配误差矩阵，得到含有综合

误差的齿面。设啮合时含有综合误差的柔轮齿面为

ΩE1，故在转角φ1i时参与啮合的含综合误差柔轮空间

齿面离散点PEi (PEiX，PEiY，PEiZ )可以表示为

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úPEiX
PEiY
PEiZ1

= TaTw11' ×
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úP'iX
P'iY
P'iZ1

（29）

与此同时，刚轮齿面为ΩE2。
计算转角 φ1i时两齿面之间的法向侧隙 jn，可得

到含有综合误差时的接触状态。

3 计算实例

以波发生器为三项余弦曲线[20]的渐开线谐波齿

轮为实例，所选型号为NLGS-20-50-Ⅲ。其主要设计

参数如表2所示。

根据 NLGS-17-50-Ⅲ型谐波减速器的零件图纸，

提取各误差取值范围：凸轮中心相对于刚轮坐标系

中心在 X2、Y2方向上的偏移范围均为±0. 039 75 mm，

在Z2方向上的偏移范围为±0. 285 mm；凸轮长轴处单

边加工偏差Ees的范围为 0~0. 002 5 mm；柔性轴承内

圈单边加工偏差Ebi的范围为-0. 005~0 mm；柔性轴承

外圈单边加工偏差Ebo的范围为-0. 005~0 mm；柔性轴

承游隙 Ebc的范围为 0. 005~0. 01 mm；柔轮内壁加工

偏差Efi的范围为-0. 002 5~0. 005 mm。计算得，复合

波高误差wE的范围为-0. 022 5~0. 002 5 mm，刚轮齿

厚偏差Es2的范围为±0. 005 mm，柔轮齿厚偏差Es1的

范围为±0. 005 mm。

3. 1　柔轮空间齿面设计计算

取参数 uk=0. 006 3 并代入式（13）即可定义一条

刚轮接触迹线Γ2，通过式（17）计算可得与刚轮接触

迹线Γ2 共轭的啮合转角 φ1 的范围，即[-13. 329 5°，
0. 678°]，对应两齿面从进入啮合到退出啮合位置，

将各转角代入式（19），可得柔轮接触迹线Γ1'。

将柔轮截面齿廓沿柔轮接触迹线Γ1'展开，可得

到柔轮空间齿面Ω1'。
在 Matlab 软件中通过式（21）计算柔轮齿面与刚

表2　渐开线设计参数

Tab. 2　Involute line design parameters

参数名称

模数m/mm

柔轮齿数

刚轮齿数

波高/mm

齿顶高系数h*

顶隙系数 c*

柔轮杯口至杯底法兰圆角距离/mm

参数值

0. 431 8

100

102

0. 345

0. 55

0. 2

24. 5

图7　齿厚偏差

Fig. 7　Tooth thickness deviation

图6　波高方向各误差

Fig. 6　Various errors in the wave height direction
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轮齿面在转角 φ1i下不同位置的啮合状态。图 8所示

分别为啮出位置、中间任意位置与啮入位置的仿真

模拟。可以清晰地看到，柔轮齿面与柔轮接触迹线

随着转角φ1i的改变发生变化，啮合接触点沿着两齿

面上接触迹线运动。在啮合过程中，柔轮齿面与刚

轮齿面始终为点接触，且齿面间不发生干涉。

3. 2　误差对啮合性能的影响分析

由各方向的装配误差得到装配误差矩阵，代入

式（24）中得到含有装配误差时啮合中的刚、柔轮齿

面接触状态。同理，将波高误差与齿厚偏差代入式

（26）、式（28）与式（29）中，可分别得到含有制造误差

和综合误差时啮合中的刚、柔轮齿面接触状态。

得到含有误差的齿面啮合状态后，通过式（23）
求解啮合过程中柔轮齿面上任意离散点的法向侧隙，

取最小值并判断是否大于 0，即可得知齿面发生干涉

与否及最大干涉量。

为覆盖实际生产中可能出现的正常偏差区间，

真实反映不同误差量级对刚、柔轮齿面啮合性能的

影响规律，将3种误差分为下限值、中间值与上限值

3种水平进行正交试验，结果如表 3所示；并通过极

差分析得到存在误差时产生齿面干涉的敏感误差，各

试验结果如表4所示。综合误差中各因素法向侧隙极

差计算结果如表5所示。正交试验结果表明，装配误

差的极差远大于波高误差和齿厚偏差，说明刚、柔

轮齿面间几何干涉对装配误差最为敏感，在后续的

设计、生产加工中，应当首先考虑其影响。
表3　综合误差因素水平表

Tab. 3　Table of factor levels for the comprehensive error

因素

A——装配
误差

B——波高
误差

C——齿厚
偏差

实际范围/mm

0~0. 039 75（X）
0~0. 039 75（Y）

0~0. 285（Z）
-0. 022 5~0. 002 5

-0. 005~0. 005

水平/mm

1

0
0
0

-0. 022 5

-0. 005

2

0. 019 875
0. 019 875

0. 142 5
-0. 01

0

3

0. 039 75
0. 039 75

0. 285
0. 002 5

0. 005

表4　综合误差敏感性分析

Tab. 4　Sensitivity analysis of the comprehensive error

因素A

A1

A1

A1

A2

A2

A2

A3

A3

A3

因素B

B1

B2

B3

B1

B2

B3

B1

B2

B3

因素C

C1

C2

C3

C2

C3

C1

C3

C1

C2

最小法向侧隙/mm

0. 011 919
-0. 003 118 09
-0. 006 139 95
-0. 019 631 8
-0. 028 619

-0. 023 079 8
-0. 051 492 9
-0. 045 596

-0. 055 094 8
表5　综合误差中各因素法向侧隙极差计算结果

Tab. 5　Calculation results of the normal backlash range for each 

factor in the comprehensive error 单位：mm

装配误差

0. 053 694

波高误差

0. 008 37

齿厚偏差

0. 009 32

由于装配误差的 3 个方向各不相同，不能简单

通过误差数值大小来判断各方向的装配误差对齿面

啮合的影响，故也对其各方向进行三因素三水平的

正交试验，结果如表 6 所示；并通过极差分析得到

装配误差产生齿侧间隙变化的敏感方向，试验结果

如表 7所示。
表6　装配误差因素水平表

Tab. 6　Table of factor levels for the assembly error

因素

D——X方向

E——Y方向

F——Z方向

实际范围/mm

0~0. 039 75

0~0. 039 75

0~0. 285

水平/mm

1

0

0

0

2

0. 019 875

0. 019 875

0. 142 5

3

0. 039 75

0. 039 75

0. 285

装配误差中各方向法向侧隙极差计算结果如表 8
所示。结果表明，法向侧隙对Y方向（齿厚方向）的偏

（a）啮出位置             （b）中间位置              （c）啮入位置

图8　刚、柔轮啮合过程

Fig. 8　Meshing process of the rigid gear and the flexspline
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差最为敏感，对X方向（齿高方向）的偏差次之，对Z
方向（齿宽方向）的偏差最不敏感。

表7　装配误差X、Y、Z方向敏感性分析

Tab. 7　Sensitivity analysis of the assembly error in X， Y and Z 

directions

因素D

D1

D1

D1

D2

D2

D2

D3

D3

D3

因素E

E1

E2

E3

E1

E2

E3

E1

E2

E3

因素F

F1

F2

F3

F2

F3

F1

F3

F1

F2

最小法向侧隙/mm

0
-0. 017 856 2
-0. 035 783 3
-0. 009 422 15
-0. 026 901 1
-0. 044 467 6
-0. 018 945 2
-0. 036 424 6
-0. 053 904 2

表8　装配误差中各方向法向侧隙极差计算结果

Tab. 8　Calculation results of the normal backlash range in each 

direction of the assembly error 单位：mm

X方向

0. 018 54

Y方向

0. 035 26

Z方向

0. 000 25

由上述分析结果可知，存在误差时，刚、柔轮

齿面啮合时的最小法向侧隙值出现了负值，表明齿

面间发生了干涉。以刚、柔轮啮合时的干涉情况为

评判指标，装配误差中 Y方向（齿厚方向）的偏差对

齿面啮合影响最大。这表明，想要降低误差对齿面

啮合的影响，需要优先保证造成装配误差的各零部

件周向加工精度。由试验结果也可知，齿面啮合对

装配误差中 Z方向（齿宽方向）的偏差极不敏感。这

表明，在谐波减速器结构中，各零件的轴向尺寸误

差与由密封圈变形引起的轴向偏移对齿面啮合的影

响较小。

4 结论

1）基于线面啮合理论，通过给定刚轮及其接触

迹线，推导建立了柔轮空间齿面；并通过数值仿真

分析验证了，基于线面共轭推导计算得到的刚、柔

轮齿面在啮合时保持点接触，且不会发生干涉。

2）通过正交试验结果并计算极差得出，最小法

向侧隙对装配误差中的 Y方向（齿厚方向）偏移最敏

感，对Z方向（齿宽方向）偏移最不敏感。故在谐波减

速器各零件的设计生产中，优先保证周向的加工精度

有利于降低误差对刚、柔轮齿面啮合的影响。

3）装配误差主要来自各零件的加工误差，优先

保证各个零件的周向精度可以有效降低误差对齿面

啮合的影响，各零件的轴向尺寸误差与由密封圈变

形引起的轴向偏移对齿面啮合的影响较小。
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Design of flexspline spatial tooth surface based on curve-surface conjugacy 
and analysis on the influence of errors on its meshing performance

Du Zhiqiang1 Wang Yuxin2 Zhang Ruiliang2 Wang Kaida2

[1. CITIC Machinery Research ＆ Design Institute (Shanxi) Co., Ltd., Linfen 043007, China]

(2. Gear Research Institute, Taiyuan University of Technology, Taiyuan 030024, China)

Abstract: [Objective] Existing spatial tooth surface designs for the flexspline of harmonic reducers fail to fully consider its 

spatial conical deformation. Therefore, based on the curve‑surface conjugacy theory and taking the spatial deformation of the 

flexspline into account, the non‑interference, point‑contact and zero‑backlash spatial tooth surface of the flexspline was derived 

from the given circular spline tooth surface, and the influence of comprehensive errors from actual machining and assembly on 

tooth surface meshing performance was analyzed. [Methods] Firstly, the comprehensive errors were classified into three types: 

assembly error, wave height error and tooth thickness deviation, and corresponding error matrices were constructed and coupled 

into the spatial tooth surface model. Secondly, the non‑interference, zero‑backlash and point‑contact spatial tooth surface of the 

flexspline was derived from the given circular spline tooth surface. Finally, orthogonal tests and range analysis were carried out 

with the normal backlash in meshing between circular spline and flexspline tooth surfaces as the evaluation index. [Results] The 

analysis results show that in the presence of errors, geometric interference occurs between the rigid and flexspline tooth surfaces, 

leading to negative values of normal backlash, and the meshing system is the most sensitive to assembly errors. Among all 

assembly errors, the range of normal backlash caused by the Y-direction (tooth thickness direction) assembly error is much larger 

than that caused by the axial assembly error. Therefore, in the design and production of harmonic reducer components, 

prioritizing the radial machining accuracy is conducive to reducing the adverse effect of errors on the meshing performance of 

rigid and flexspline tooth surfaces.

Key words: Harmonic gear; Spatial deformation; Curve-surface conjugate meshing; Error analysis; Normal backlash
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