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航空花键-转子系统错位花键动态特性分析
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摘要：【目的】 花键是航空动力传输系统的重要联接件，受制造误差、装配误差或工作载荷的影

响，常会发生平行错位、角度错位和综合错位等情况，影响花键的啮合长度和各齿承载能力。为提

高传动系统的平稳性，降低航空花键的故障率，有必要开展错位花键的啮合刚度特性分析。【方法】

建立航空花键-转子系统动力学模型，求解花键时变啮合长度，将切片法和石川法相结合，获得不同

错位情况下的花键单齿啮合刚度并求解系统动力学响应。【结果】 结果表明，增大静态平行错位量和

静态角度错位量，花键单齿啮合刚度的变化幅度及转子系统的动力学响应增大；静态平行错位量不

变，改变静态角度错位量，花键啮合刚度和转子系统的动力学响应变化不明显；静态角度错位量不

变，增大静态平行错位量，花键啮合刚度和转子系统动力学响应变化明显。
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0 引言

航空花键是直升机动力传输系统中的关键联接

件之一[1]。在动力传输过程中，受制造误差、装配误

差或工作载荷的影响，花键副常发生错位现象，导

致花键副的啮合刚度产生变化。啮合刚度是衡量花

键副抵抗周期性弹性变形能力的关键参数，直接影

响传动系统的振动特性、噪声和寿命[2-3]。此外，由花

键错位因素引起的传动系统动力学特性也会反作用于

花键副的啮合刚度，它们相互之间具有耦合作用。因

此，研究错位花键的啮合刚度及其与传动系统动态响

应间的耦合作用，对优化航空花键-转子系统的设计、

提高系统稳定性和可靠性具有重要意义[4]。

近年来，随着航空发动机的功率和输出转速不

断增大，由花键联接失效引起的故障问题时有

发生。鉴于花键联接对航空传动系统可靠性的重要

影响，有关错位花键的啮合刚度研究备受关注。

MARMOL 等[5]假设花键沿轴线的刚度分布相同，并

用等效黏性阻尼系数表示花键摩擦阻尼，基于花键

齿形的变形推导出花键耦合刚度。ROGER等 [6]采用

交互式的方法，通过计算机程序模拟和实验测量获

得了花键联轴器的角刚度和等效黏性阻尼系数。NA⁃
TARAJ等[7]考虑库伦摩擦力，研究分析了采用花键联

接的刚性转子系统的非线性动力学特性。MIAO 等[8]

建立花键-转子系统的动力学模型，利用改进的势能

法获得了不同错位情况下的花键各齿啮合刚度，并

研究了静态错位和动态错位对花键啮合刚度的影响。

霍启新[9]推导出花键啮合点位置变化的计算公式，将

花键沿齿根至受载处均匀化分成 n个相同受载微段，

考虑每一个微段的截面惯性矩，基于计算的花键单

齿弯曲柔度和剪切柔度获得了花键单齿的切向刚度。

LIU等[10]考虑内外花键之间的非线性接触，采用有限

元法计算了航空发动机转子系统中花键的接触刚度。

HU等[11]假设花键副每对齿的接触载荷相同，并将整

个花键副视为并联弹簧，采用有限元法获得了转子

系统的非线性动力学特性。ZHU 等[12]考虑花键齿的

变形和齿面摩擦因数的影响，得到了花键副的耦合

刚度矩阵和阻尼矩阵。

研究文献表明，航空花键-转子系统的动力学特

性与花键的啮合刚度相关；此外，传动系统中的花

键副动态特性也影响花键的实际啮合长度。因此，

啮合刚度和动力学特性相互之间具有耦合作用，但
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目前有关这部分的研究文献还较少。因此，本文基

于理论分析和数值模拟，将石川法和切片法相结合，

研究错位花键的啮合刚度计算方法，并通过构建的

航空花键-转子系统的动力学模型计算了传动系统的

动态特性，分析了动态特性对花键啮合刚度的影响，

以期为航空花键-转子系统的正向设计与故障诊断提

供理论支持。

1 花键副的啮合刚度及阻尼

由制造、装配误差或工作载荷引起的花键副错

位情况主要包括以下3种：平行错位情况、角度错位

情况和综合错位情况，如图1所示。

图 1中，Z轴为花键副的轴线；X轴为花键副的

径向方向。

1. 1　花键单齿啮合刚度

为获得图1所示的错位花键啮合刚度，基于直齿

轮啮合刚度的计算方法，融合切片法和石川法，计

算错位花键的单齿啮合刚度。

如图 2所示，首先，沿齿宽B方向将花键齿均匀

切割成 n个每片厚度为 S的花键齿片，并将花键齿片

等效为梯形悬臂梁，利用石川法计算每个花键齿片

的啮合刚度；然后，将 n个花键齿片的刚度进行叠

加，从而得到花键的单齿啮合刚度[13]。图 2中，Sf表
示齿根厚；Sk表示齿顶厚；Hr表示花键啮合端点至齿

根的距离；Hx表示载荷作用点至啮合端点的径向距

离；H表示花键齿顶和齿根间的径向距离；Hi表示腰

长延长线交点至齿根的径向距离；η表示法向载荷

FN与速度间的夹角；Lij表示花键啮合线长度。

基于图2所示的花键单齿切片等效梯形截面结构

可知，内外花键齿的变形 δi（i=1，2）由矩形截面弯曲

变形 δB、梯形截面变形 δT、剪切变形 δS和倾斜变形 δG
组成。则 δi可表示为

δi = δB + δT + δS + δG （1）
矩形截面弯曲变形 δB的计算公式为

δB = 12FN cos2η
E (B/n )S3

f

[ HxHr (Hx - Hr ) + H 3
r3 ] （2）

式中，E为弹性模量。

梯形截面变形 δT的计算公式为

δT = 6FN cos2η
E (B/n )S3

f

(Hi - Hr )3

[ Hi - Hx

Hi - Hr
(4 - Hi - Hx

Hi - Hr
) - 2ln Hi - Hx

Hi - Hr
]

（3）

式中，Hi = HSf - HrSk
Sf - Sk 。

剪切变形 δS的计算公式为

δs = 2(1 + ν )FN cos2η
E (B/n )SF [ Hr + (Hi - Hr ) ln Hi - Hr

Hi - Hx
] （4）

式中，ν为泊松比。

倾斜变形 δG的计算公式为

δG = 24FNH 2
x cos2η

πE (B/n )S2
f

（5）
根据花键齿的几何形状可知

H = r2
a - ( Sk2 ) 2 - r2

f - ( Sf2 ) 2 （6）

Hx = rx cos (αx - η ) - r2
f - ( Sf2 ) 2 （7）

式中，ra为齿顶圆半径；rf为齿根圆半径；rx为载荷

作用点到花键齿中心点的距离；αx为啮合角。

如图 3所示，外花键的齿廓存在两种类型，即：

（1）基圆半径 rb小于等于齿根圆半径 rf；（2）基圆半径

rb大于齿根圆半径 rf。需要对两种类型别进行讨论。

当基圆半径 rb小于等于齿根圆半径 rf，即 z ≥
2(1 - x0 )/（1 - cos η）时，有

Sf = 2rf sin ( π + 4x0 tan α
2z + inv α - invαf ) （8）

（a）平行错位示意图 （b）角度错位示意图 （c）综合错位示意图

图1　花键副错位示意图

Fig. 1　Spline misalignment situation

图2　花键单齿切片等效梯形截面示意图

Fig. 2　Schematic diagram of the equivalent trapezoidal section of a 

spline single-tooth slice
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αf = arccos rbrF （9）

Hr = r2
F - ( Sf2 ) 2 - r2

f - ( Sf2 ) 2 （10）
当基圆半径 rb大于齿根圆半径 rf，即 z < 2(1 -

x0 )/（1 - cos η）时，有

Sf = 2rb sin ( π + 4x0 tan α
2z + inv α ) （11）

Hr = r2
b - ( Sf2 ) 2 - r2

f - ( Sf2 ) 2 （12）
式中，z为花键齿数；x0为变位系数；rF为有效齿根

圆半径；α为压力角。

由于齿数关系，主要针对第二种情况进行研究

与讨论。为获得花键副的啮合刚度，构建了花键连

接副的坐标系，如图 4所示。图 4中，O-XYZ为外花

键对中情况坐标系；O1-X1Y1Z1为外花键平行错位坐

标系；O-X2Y2Z2为外花键角度错位坐标系；O1-X3Y3Z3
为外花键综合错位坐标系[14]。

花键啮合有别于齿轮啮合，在计算花键啮合刚

度时，将等效梯形截面腰长近似为花键副的接触长

度 L。假定 y方向上的第一个齿为 1号齿，沿逆时针

齿号依次增大，可获得具体齿号表述，如图5所示。

花键错位使得不同花键齿片的接触长度发生变

化。第 j个花键齿的第 i个花键齿片的花键接触长度

Lij可以表示为[15]

Lij = L0 - Lx cos φj + Ly sin φj - Δux cos (φj + Ωt ) -
Δuy sin (φj + Ωt ) - ( iS - B

2 )Δθy cos (φj + Ωt ) -
( iS - B

2 )Δθx sin (φj + Ωt ) - ( iS - B
2 )Δγy cos φj

（13）
式中，L0 为无错位情况下花键的啮合长度，L0 =
πm/2；Lx和 Ly分别为外花键沿 x方向和 y方向的静态

平行错位量；Δθx和 Δθy分别为外花键绕 x方向和 y

方向的动态旋转角度；Δux和 Δuy分别为外花键沿 x

方向和 y方向的动态平行位移；Δγy为外花键静态角

度错位量；S为单个切片的厚度，S=B/n；φj为第 j个

花键齿与 y轴的角度，φj = 2π( j - 1) /z；Ω为传动系

统的转速。

根据上述理论与方法，第 j齿的第 i片花键齿片

的啮合刚度Kij可以表示为

Kij = Fij

δ1 + δ2 + δC （14）
式中，Fij为第 j花键齿的第 i花键齿片所受法向载荷；

δ1和 δ2分别为外花键和内花键齿片沿啮合线方向的变

形 ； δC 为 花 键 齿 的 接 触 变 形 ， δC = 4(1 -
ν2 )FN / [ πE (B/n ) ]。

第 j花键齿的啮合刚度可以表示为

Kj = ∑
i = 1

n

Kij （15）
1. 2　花键单元整体刚度及阻尼

花键单元的整体刚度由花键副啮合齿对的啮合

刚度叠加而得。综合考虑传动系统的振动和花键错

位的影响，花键单元的整体啮合刚度呈时变状态。

花键单元沿 x方向和 y方向的整体横向刚度 ksx和 ksy可

以表示为

图4　花键错位坐标系示意图

Fig. 4　Schematic diagram of the coordinate system of the three 

misalignment cases

图5　花键啮合示意图

Fig. 5　Schematic diagram of spline meshing

图3　外花键齿廓类型示意图

Fig. 3　Schematic diagram of the type of tooth profile of the external 

spline
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ksx = ∑
i = 1

n ∑
j = 1

z

Kij sin2 (φj - α )
ksy = ∑

i = 1

n ∑
j = 1

z

Kij cos2 (φj - α )
（16）

花键单元沿 x方向和 y方向的整体角向刚度 ksθx和
ksθy可以表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ksθx = ∑
i = 1

n ∑
j = 1

z KijS12 cos2 (φj - α )
ksθy = ∑

i = 1

n ∑
j = 1

z KijS12 sin2 (φj - α )
（17）

花键单元的阻尼主要由花键齿间的摩擦产生。

假设花键各对齿的啮合情况相同且不变，且在1个完

整运动周期内的滑动摩擦耗能等于黏性阻尼耗能[16]，

则花键单元的整体横向阻尼和角向阻尼可以表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

c1 = 2fsTπrpωA1 cos2α

c2 = fsTB2πrpωA2 cos2α

（18）

式中，fs为花键齿面滑动摩擦因数；T为传递转矩；rp
为节圆半径；A1为内外花键相对横向振动的位移幅

值；A2为内外花键的相对转动角度幅值。

1. 3　错位花键啮合刚度分析

为获得花键错位对动态啮合刚度的影响规律，

根据构建的航空花键-转子系统动力学方程，通过

求解花键节点的动力学响应，并将仿真结果反馈至

式（13），通过计算的内外花键时变啮合长度，获得

了不同错位情况对花键动态啮合刚度的影响，并给

出了 0. 5~1 s 区间内花键各齿啮合刚度变化的三维

图，以及1 s时刻的花键各齿啮合刚度变化图。

1. 3. 1　平行错位影响的啮合刚度分析

为获得平行错位量影响的花键副啮合刚度变化规

律，假定静态角度错位量为 0，选取切片数目为 30，
探讨了3种静态平行错位量（0. 1、0. 3、0. 5 mm）对花

键啮合刚度的影响。

平行错位对花键各齿变形的影响如图6所示。由

图6可知，对中情况下，花键各齿的变形量相同，图

像呈直线；随着静态平行错位量的增大，花键各齿

变形量的变化幅度也随之增大，且花键各齿变形量

的变化规律基本一致。

平行错位对花键各齿啮合刚度的影响如图 7 所

示。由图 7（a）可知，以对中情况为基准，随着平行

错位量的增大，花键各齿啮合刚度的变化幅度也逐

渐增大。其中，7号花键齿的啮合刚度最大，平行错

位量为 0. 5mm 时，啮合刚度为 1. 71×108 MPa；16 号

花键齿的啮合刚度最小，平行错位量为 0. 5mm 时，

啮合刚度为1. 67×108 MPa。

（a）矩形截面弯曲变形 δB

（b）等效梯形截面变形 δT

（c）剪切变形 δS

（d）倾斜变形 δG

图6　平行错位对花键各齿变形的影响

Fig. 6　Effect of parallel misalignment on the deformation 

of spline teeth
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（a）平行错位对花键各齿啮合刚度的影响

（b） 0.1 mm静态平行错位量对花键各齿啮合刚度的影响

（c） 0.3 mm静态平行错位量对花键各齿啮合刚度的影响

（d） 0.5 mm静态平行错位量对花键各齿啮合刚度的影响

图7　平行错位量对花键各齿啮合刚度的影响规律

Fig. 7　The influence of parallel dislocation on the meshing stiffness 

of each tooth of the spline

啮合刚度的三维图可以更直观地反映错位对花

键各齿啮合刚度的变化。因此，本文给出了错位量

影响的啮合刚度三维图。图 7（b）、图 7（c）和图 7（d）
即为平行错位量对花键各齿啮合刚度影响的三维图。

由图可见，花键各齿啮合刚度呈波动状态，且随着

平行错位量的增大，花键单齿啮合刚度的波动范围

也逐渐增大。

1. 3. 2　角度错位影响的啮合刚度分析

为获得角度错位量影响的花键副啮合刚度变化

规律，假定静态平行错位量为 0，选取切片数目为

30，重点探讨 3 种静态角度错位量（0. 1°， 0. 3°，
0. 5°）对花键啮合刚度的影响。

角度错位对花键各齿变形的影响如图8所示。由

图 8 可见，随着角度错位量从 0. 1°增大到 0. 5°，花

键各齿变形的变化幅度逐渐增大。根据平行错位的

分析可知，两种错位情况下的同一花键齿的受载大

小并不相同。因此，花键各齿变形量的变化特性和

大小发生了变化。

（a）矩形截面弯曲变形 δB

（b）等效梯形截面变形 δT

（c）剪切变形 δS
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（d）基体倾斜变形

图8　角度错位对花键各齿变形的影响

Fig. 8　Influence of angular misalignment on the deformation of 

spline teeth

角度错位对花键各齿啮合刚度的影响如图 9 所

示。由图 9（a）可知，随着角度错位量的增大，花键

的啮合刚度和啮合刚度的变化幅度也增大。当角度

错位量为 0. 1°时，12 号花键齿的啮合刚度最大，3
号花键齿的啮合刚度最小；当角度错位量为 0. 3°时，

14号花键齿的啮合刚度最大，5号花键齿的啮合刚度

最小；当角度错位量为 0. 5°时，15号花键齿的啮合

刚度最大，6号花键齿的啮合刚度最小。

图 9（b）、图 9（c）和图 9（d）即为角度错位对花键

各齿啮合刚度影响的三维图。从三维图中可以明显

看出，随着静态平行错位量的增大，花键单齿啮合

刚度的波动范围也在逐渐增大。

（a）角度错位对花键各齿啮合刚度的影响

（b） 0.1°静态角度错位量对花键各齿啮合刚度的影响

（c） 0.3°静态角度错位量对花键各齿啮合刚度的影响

（d） 0.5°静态角度错位量对花键各齿啮合刚度的影响

图9　角度错位量对花键各齿啮合刚度的影响规律

Fig. 9　The influence of angular dislocation on the meshing stiffness 

of each tooth of the spline

1. 3. 3　综合错位影响的啮合刚度分析

为获得平行错位量和角度错位量综合影响下的

花键副啮合刚度的变化规律，同样选取切片数目为

30，重点分析 4种错位情况对花键啮合刚度的影响。

综合错位对花键各齿啮合刚度的影响如图 10（a）所

示。计算结果表明，当静态平行错位量相同、静态

角度错位量分别为 0. 1°和 0. 5°时，花键各齿的啮合

刚度数值十分接近；当静态角度错位量相同、静态

平行错位量分别为 0. 1 mm 和 0. 5 mm 时，花键各齿

的啮合刚度数值差异很大。

静态平行错位量相同时，不同静态角度错位量对

应的啮合刚度数值相近，无法清晰看出它们之间的差

异。因此，为了更加直观地观察，在曲线最密集处以

及两对相近曲线处选择了 3 个放大区域。图 10（b）、

图10（c）和图10（d）分别为3个区域的放大图。

（a）综合错位对花键各齿啮合刚度的影响

6
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（b）区域1放大图

（c）区域2放大图

（d）区域3放大图

图10　综合错位对花键各齿啮合刚度的影响

Fig. 10　Effect of comprehensive misalignment on the meshing 

stiffness of each tooth of the spline

由图可见，平行错位量相等、角度错位量相差

0. 4°时，花键啮合刚度变化量的数量级大约为 105，

即单独改变角度错位量对花键啮合刚度的影响并不

明显；角度错位量相等、平行错位量分别为 0. 1 mm
和 0. 5 mm时，花键各齿的啮合刚度变化很大，变化

量的数量级大约为 108，即单独改变平行错位量对花

键啮合刚度的影响很明显。

2 航空花键-转子系统动力学方程

由式（13）可知，传动系统的动态特性将影响花

键副的动态特性，进而影响花键的啮合长度、花键

齿片的等效梯形截面参数[17]以及花键的啮合刚度。

可见，静态错位量和动态响应引起的错位量将共同

影响错位花键的啮合长度，使花键的啮合刚度产生

动态变化。因此，为了获得错位花键副对航空传动

系统动态响应的影响以及动态响应对花键副啮合刚

度的反作用，提升花键连接副齿形修正的正向设计

能力[18]，构建了考虑花键错位的航空花键-转子系统

的等效动力学模型。

航空花键-转子系统主要由错位花键单元、轴单

元、轴承单元和质量偏心圆盘单元组成。基于有限

元方法，在花键、轴承和圆盘位置等建立相应单元

节点，获得了航空花键-转子系统的等效动力学模

型，如图 11所示。图 11中，节点 4~6为内花键轴单

元对应节点；7~9 为外花键轴单元对应节点；节点

14为圆盘单元节点；节点 2和节点 17为轴承单元节

点；内外花键通过节点5和节点8相互耦合。

2. 1　轴单元

考虑剪切变形和陀螺效应，将航空花键-转子系

统的转轴划分为若干个轴单元，每个轴单元包含2个

节点，每个节点具有 4 个自由度，分别为沿 x、y轴
方向的平移自由度和绕 x轴、y轴的转动自由度，如

图7所示。

轴单元采用 Timoshenko 梁单元进行动力学建

模 ， 轴 单 元 的 位 移 向 量 可 以 表 示 为 {q} =
[ uX1  uY1  θX1  θY1  uX2  uY2  θX2  θY2 ]T。根据转子动力学有

限元法，轴单元的动力学方程可以表示为

M e q̈ ( t ) + [Ce + ΩGe ] q̇ ( t ) + Keq ( t ) = {Qe } （19）
式中，Me为轴单元的质量矩阵；Ce为轴单元的阻尼

矩阵；Ge为轴单元的陀螺矩阵；Ke为轴单元的刚度

矩阵；Qe为轴单元的外部激励向量。

图12　Timoshenko梁单元

Fig. 12　Timoshenko Beam elements

图11　航空花键-转子系统等效动力学模型

Fig. 11　Equivalent dynamic model of aeronautical spline-rotor 

system
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2. 2　质量偏心圆盘单元

在转子系统中，转子的实际物理特性[19]通常采

用圆盘单元模拟，进而对转子系统的动态行为进行

准确分析和预测。具有偏心质量的圆盘单元的刚度

矩阵和阻尼矩阵可以表示为

Kdisk =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úkdx
kdy

kdθx
kdθy

，Cdisk =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcdx
cdy

cdθx
cdθy

（20）

式中，kdx和 kdy分别为圆盘单元沿 x方向和 y方向的横

向刚度；kdθx和 kdθy分别为圆盘单元沿 x方向和 y方向

的角向刚度；cdx和 cdy分别为圆盘单元沿 x方向和 y方
向的横向阻尼；cdθx和 cdθy分别为圆盘单元沿 x方向和 y
方向的角向阻尼。

2. 3　轴承单元

考虑平动刚度和平动阻尼[20]的轴承支撑可简化

为线型弹簧模型。轴承单元的刚度矩阵和阻尼矩阵

可以表示为

Kbearings =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úkbx
kby 0

0
，Cbearings =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcbx
cby 0

0
（21）

式中，kbx和 kby分别为轴承单元沿 x方向和 y方向的横

向刚度；cbx和 cby分别为轴承单元沿 x方向和 y方向的

横向阻尼。

2. 4　错位花键单元

根据式（16）~式（18），花键单元的整体刚度矩阵

和阻尼矩阵可以表示为

Kspline =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úksx
ksy

ksθx
ksθy

，Cspline =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úc1
c1
c2
c2

（22）

式中，ksx和 ksy分别为花键单元沿 x方向和 y方向的横

向刚度；ksθx和 ksθy分别为花键单元沿 x方向和 y方向

的角向刚度；c1为花键单元的横向阻尼；c2为花键单

元的角向阻尼[21]。

2. 5　航空花键-转子系统的激振力

2. 5. 1　偏心圆盘引起的激振力

根据第2. 2节可知，偏心圆盘引起的偏心激振力

沿 x方向和 y方向的分力可表示为
Fdx = mdeΩ 2 cos (Ωt )
Fdy = mdeΩ 2 sin (Ωt ) （23）

式中，md为圆盘质量；e为偏心质量与圆盘圆心的

距离。

2. 5. 2　花键错位引起的激振力

对存在错位的花键副，为分析问题的方便，假

定只有外花键轴进行相应的错位偏移。则花键错位

引起的激振力沿 x方向和 y方向的分力可表示为
Fsx = 2m1Ω 2 [ e1 cos (2Ωt + 2ϕ1 ) + e2 cos (2ϕ2 ) ]
Fsy = 2m1Ω 2 [ e1 sin (2Ωt + 2ϕ1 ) + e2 sin (2ϕ2 ) ] （24）
式中，m1为外花键质量；e1为错位情况下的外花键静

态偏差，e1 = L2
x + L2

y；e2为错位情况下的外花键动

态偏差，e2 = Δu2
x + Δu2

y；φ1为错位情况下外花键

静态错位引入的相位角，ϕ1 = arctan (Ly /Lx )；φ2为错

位情况下由外花键动态错位引入的相位角，ϕ2 =
arctan (Δuy /Δux )。
2. 6　系统动力学方程

组装系统中各个部件的质量、刚度、阻尼、陀

螺矩阵，并将系统的激振力向量添加至相应节点位

置[22]，可获得航空花键-转子系统的动力学方程，即

Mq̈（t）+ [C + ΩG ] q̇ ( t ) + Kq ( t ) = {Qd } + {Q s}（25）
式中，M为转子系统的质量矩阵；C为转子系统的阻

尼矩阵；G为转子系统的陀螺矩阵；K为转子系统的

刚度矩阵；Qd为圆盘单元引起的偏心激振力向量；

Qs为错位花键引起的激振力向量。

图 13 为转子系统的总体矩阵组装方式示意图。

图 13中，等号左端代表各单元节点对应的矩阵；等

号右边代表最终组装完毕的整个传动系统的矩阵。

其中，红色部分表示相邻单元节点矩阵的叠加部分。

2. 7　等效动力学模型的临界转速验证

为验证航空花键-转子系统的等效动力学模型的

正确性，采用Ansys商业有限元分析软件获得了转子

转子系统的Campell图和临界转速，并与基于Matlab
软件开发的计算程序获得的结果进行了对比。图 14
为采用Ansys软件仿真获得的Campell图；图 15为采

用Matlab编程获得的Campell图。图中，虚线表示 1x
激励线，红色三角形表示 1x激励线与固有频率曲线

的交点，即临界转速点。

由于临界转速的数值会随着正反涡动而产生变

化，所以，一般选择正向涡动对应的临界转速作为

转子系统的临界转速。采用Ansys软件仿真获得的临

界转速与采用 Matlab 编程获得的临界转速结果对比

如表 1所示。由表 1可以看出，临界转速计算结果的

最大误差不超过 3%。因此，本文构建的动力学模型

具有一定的可信性。

图13　转子系统总体矩阵组装示意图

Fig. 13　The overall matrix assembly method of the rotor system
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3 结果与讨论

根据构建的等效转子系统动力学方程，运用

Newmark-β 法求解了系统动力学方程，并将得到的

位移响应反馈至花键啮合长度，经过反复迭代，求

解了花键单齿啮合刚度，并重点分析了不同错位情

况下花键单元和圆盘单元的动态特性。具体的求解

流程如图 16 所示；航空花键-转子系统的工况及花

键参数如表2所示。

3. 1　平行错位对转子系统动力学响应的影响

为获得单因素变化对转子系统的动力学响应的

影响，假定静态角度错位量为 0，取静态平行错位

量分别为：0. 1、0. 2、0. 3、0. 4、0. 5 mm，获得了

转子系统花键节点和圆盘节点的动力学响应。平行

错位对花键节点动力学响应的影响如图 17所示。由

图 17（a）可知，花键节点的轴心轨迹呈规则的椭圆

状，内外环大小接近。随着静态平行错位量逐渐增

大，花键节点的轴心轨迹逐渐扩大。

由图 17（b）可知，花键节点的位移响应呈波动状

态。截取 1. 9~2 s时间区间的动态响应可以发现，增

大静态平行错位量，位移响应的波动范围逐渐增大，

位移峰值几乎呈等比例增长，峰值增大约108. 70%。

平行错位对圆盘节点动力学响应的影响如图 18
所示。由图 18（a）可知，圆盘节点的轴心轨迹呈椭圆

状且具有内环，相比于花键节点，圆盘节点的内环

更加明显。随着静态平行错位量增大，轴心轨迹逐

图14　Ansys软件仿真获得的Campell图

Fig. 14　Campell plot calculated using Ansys

图16　求解流程图

Fig. 16　Solve the flow chart

图15　Matlab计算程序获得的Campell图

Fig. 15　Campell diagram calculated using Matlab

表1　临界转速结果对比

Tab. 1　Comparison of critical speed results

1阶临界转速

2阶临界转速

3阶临界转速

Ansys仿真/（r/min）

9 217. 9

28 827

32 893

Matlab计算/（r/min）

9 186. 89

28 285. 7

33 646. 6

误差/%
0. 34

1. 88

2. 29
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渐扩大，且增大的内环逐渐靠近外环。

由图 18（b）可知，圆盘节点的位移响应呈波动状

态。截取 1. 9~2 s时间区间的动态响应可以发现，增

大静态平行错位量，位移响应的波动范围逐渐增大，

且位移响应的两个波峰逐渐接近，位移峰值增大约

79. 40%。

3. 2　角度错位对转子系统动力学响应的影响

为获得单因素变化对转子系统动力学响应的影

响，假定静态平行错位量为 0，取静态角度错位量分

别为：0. 1°、0. 2°、0. 3°、0. 4°、0. 5°，获得了转子

系统花键节点和圆盘节点的动力学响应。

角度错位对花键节点动力学响应的影响如图 19
所示。

由图 19（a）可知，随着静态角度错位量的增大，

轴心轨迹逐渐扩大，且增大内环逐渐靠近外环。由

图19（b）可知，相较于平行错位，花键节点的位移响应

（a）轴心轨迹

（b）位移响应
图19　角度错位对花键节点动力学响应的影响

Fig. 19　Effect of angular misalignment on dynamic response of 

spline nodes

（a）轴心轨迹

（b）位移响应
图18　平行错位对圆盘节点动力学响应的影响

Fig. 18　Effect of parallel misalignment on dynamic response of disc 

nodes

表2　系统工况及花键参数

Tab. 2　Rotor system parameters and spline geometry parameters

名称

输入功率P/kW

输入转速Ω/（r/min）

花键模数m/mm

花键齿数 z

花键齿宽B/mm

压力角α/（°）

弹性模量E/GPa

轴承径向刚度/（N/m）

轴承角向刚度/（N/m）

轴承径向阻尼/（N∙s/m）

轴承角向阻尼/（N∙s/m）

数值

320

4 000

2. 5

18

16

30

211

1×107

0

1 000

0

（a）轴心轨迹

（b）位移响应
图17　平行错位对花键节点动力学响应的影响

Fig. 17　Effect of parallel misalignment on dynamic response of 

spline nodes
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波动更加复杂。截取1. 9~2 s的时间区间动态响应可以

发现，增大静态角度错位量，位移响应的波动范围逐

渐增大，位移响应曲线的两个波峰逐渐接近，峰值平

均增大约42. 62%，比平行错位下的变化更加平缓。

角度错位对圆盘节点动力学响应的影响如图 20
所示。由图 20（a）可知，圆盘节点的轴心轨迹是椭圆

状，随着静态角度错位量逐渐增大，轴心轨迹逐渐

扩大，且轴心轨迹出现内凹。

由图 20（b）可知，圆盘节点的位移响应呈波动状

态。截取 1. 9~2 s 的时间区间的动态响应可以发现，

增大静态角度错位量，位移响应的波动范围很小，

平均增大约0. 13%。

3. 3　综合错位对转子系统动力学响应的影响

为探究综合错位对转子系统的动力学响应的影

响，重点分析了 5 组综合错位情况（0. 1 mm，0. 1°；
0. 2 mm， 0. 2° ； 0. 3 mm， 0. 3° ； 0. 4 mm， 0. 4° ；
0. 5 mm，0. 5°）对转子系统动态特性的影响。综合

错位对转子系统花键节点的动力学响应如图21所示。

图 21 中，错位量 0. 1 表示第一组综合错位情况，其

他依此类推。由图 21（a）可知，花键节点的轴心轨迹

呈椭圆状，随着综合错位量逐渐增大，轴心轨迹逐

渐扩大，且内外环大小接近。

由图 21（b）可知，花键节点的位移响应呈波动状

态，随着综合错位量的增大，位移响应的波动范围

逐渐增大，位移响应波动形式较为规律，位移响应

曲线与平行错位情况类似。

（a）轴心轨迹

（b）位移响应
图21　综合错位对花键节点动力学响应的影响

Fig. 21　Effect of comprehensive misalignment on dynamic response 

of spline nodes

综合错位对圆盘节点动力学响应的影响如图 22
所示。由图 22（a）可知，圆盘节点的轴心轨迹呈椭圆

状，且内外环相差较大；随着综合错位量增大，轴

心轨迹逐渐增大。

（a）轴心轨迹

（b）位移响应
图22　综合错位对圆盘节点动力学响应的影响

Fig. 22　Effect of comprehensive misalignment on dynamic response 

of disc nodes

（a）轴心轨迹

（b）位移响应
图20　角度错位对圆盘节点动力学响应的影响

Fig. 20　Effect of angular misalignment on dynamic response of disc 

nodes
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由图 22（b）可知，圆盘节点的位移响应呈波动状

态，随着综合错位量的逐渐增大，位移响应的波动

范围逐渐增大，并且位移响应波动形式逐渐规律，

位移响应曲线与平行错位情况类似。

4 结论

本文将切片法和石川法进行创新性结合，引入

花键啮合长度的概念，并将其等效为花键单齿切片

的等效梯形截面的腰长，获得了花键单齿的啮合刚

度；并根据构建的转子系统等效动力学模型，分析

了花键错位对花键节点和圆盘节点动态响应的影响。

主要结论有：

1）影响花键啮合刚度的主要因素是花键的啮合

长度和花键单元的动力学特性。不同错位情况下，

花键的啮合长度和花键的振动位移存在差异，在二

者的共同作用下，花键的啮合刚度也相应产生变化。

2）静态平行错位量和静态角度错位量的增大，

都会使得花键的啮合长度增大；同时，花键单元的

振动位移增大，最终导致花键的啮合刚度增大。

3）花键的啮合刚度和转子系统的动力学特性对

静态平行错位量更加敏感。相比于静态角度错位量，

静态平行错位量对花键的啮合长度以及花键单元的

动力学特性影响更大。因此，对含有花键连接的转

子系统，控制静态平行错位量，可以更好地改善传

动系统的动力学性能。
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Analysis of dynamic characteristics of misaligned splines in aviation spline-
rotor system

ZHONG Wenxin JIN Guanghu ZHU Rupeng

(National Key Laboratory of Helicopter Dynamics, College of Mechanical and Electrical Engineering, Nanjing University of 

Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China)

Abstract: [Objective] Splines are important connectors in aviation power transmission systems, and are affected by 

manufacturing errors, assembly errors or working loads, and often occur in parallel misalignment, angular misalignment and 

comprehensive misalignment, which affects the meshing length and bearing capacity of each tooth of the spline. In order to 

improve the stability of the transmission system and reduce the failure rate of aviation splines, it is necessary to analyze the 

dynamic meshing stiffness characteristics of misaligned splines. [Method] The dynamic model of the aviation spline-rotor 

system was established, the time-varying meshing length of the spline was solved, and the slicing method and the Ishikawa 

method were combined to obtain the stiffness of the spline single tooth meshing under different dislocation conditions and the 

dynamic response of the system was solved. [Result] The results show that the change amplitude of spline single-tooth meshing 

stiffness and the dynamic response of the rotor system increase when the static parallel dislocation and static angular dislocation 

amount are increased. The static parallel dislocation amount remains unchanged, and the static angular dislocation amount 

changes, and the change of spline meshing stiffness and the dynamic response of the rotor system is not obvious. The static 

angular dislocation amount remains unchanged, and the static parallel dislocation amount increases, and the spline meshing 

stiffness and the dynamic response of the rotor system change significantly.

Key words: Aero spline; Rotor dynamics; Meshing stiffness; Newmark-Beta method
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