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摘要：【目的】 随着工业领域对面齿轮传动系统承载能力与使用寿命的要求不断提高，为进一

步增强面齿轮传动的承载性能，提出一种基于等角螺旋线齿廓的面齿轮副传动设计方法。【方法】

研究了等角螺旋线面齿轮齿面形成原理；通过求解啮入点、啮出点、内齿廓齿顶点和外齿廓齿根

点的啮合参数，推导了等角螺旋线面齿轮齿面离散模型；利用数值计算实例验证了齿面模型的正

确性；分析了等角螺旋线面齿轮的主曲率、滑动率与压力角等关键特征参数，证明通过圆柱齿轮

齿廓共轭的面齿轮齿廓仍为等角螺旋线；推导面齿轮接触应力与弯曲应力的理论解析模型，通过

仿真验证了理论模型的准确性。【结果】 仿真结果表明，等角螺旋线面齿轮应力明显小于渐开线面

齿轮；等角螺旋线面齿轮承载能力显著高于渐开线面齿轮。研究为面齿轮传动的承载能力提升提

供了一种新的设计思路。
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0 引言

面齿轮传动是一种用于相交轴间运动传递的高

性能齿轮传动形式，具有结构简单、转矩分流、承

载能力高、重合度大等显著优势，已在直升机主减

速器系统中得到成功应用。随着对面齿轮传动系统

承载能力和使用寿命要求的持续提升，面齿轮承载

能力的提升面临着更高的挑战。

等角螺旋线具有独特的数学特性并在自然界中

普遍存在，吸引了众多学者的深入研究。等角螺旋

线已在锥齿轮[1]和齿廓减速器[2]中得到应用，凸显出

载荷方向恒定、齿面接近纯滚动、传动误差小等显

著优点。研究表明，相较于采用传统渐开线齿廓的

圆柱齿轮，将等角螺旋线应用于圆柱齿轮齿廓[3]的齿

轮在传动效率的提升、摩擦磨损的优化以及承载能

力的增强等方面，均体现出更优的综合性能。研究

等角螺旋线在各类齿轮上的应用具有巨大潜力。

面齿轮的接触应力和弯曲应力决定面齿轮的承

载能力。在面齿轮应力分析领域，目前主要采用的

方法有理论解析法、有限元仿真法和试验测量法。

HOCHREIN等[4]针对螺旋角与中心偏移存在不同组合

的共轭面齿轮传动，提出两种接触应力计算方法：

其一，通过整体网格划分确定拓扑接触应力；其二，

先定义等效圆柱对，再依据 ISO 6336 标准计算接触

应力。SARIBAY 等[5-7]基于有限元法对面齿轮在 1 个

啮合周期内的接触应力和弯曲应力进行深入研究，

并与标准应力公式计算结果进行对比，验证了有限

元分析法的可行性。PATIL 等[8-9]通过齿轮动应力试

验台测量齿轮接触应力，并将仿真与试验结果进行

了对比分析。LITVIN 等[10-11]对比分析了渐开线齿廓

和小齿轮齿廓修形这两种齿廓共轭的面齿轮接触应

力，得出修形齿廓面齿轮接触应力更小的结论。

ZHOU等[12-15]通过有限元仿真法分析正交面齿轮在载
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荷作用下的齿根弯曲应力，并通过正交试验拟合出

面齿轮齿根弯曲应力计算式。秦德润等[16-19]通过有限

元仿真法探讨正交与非正交面齿轮在加载条件下齿

面接触应力和齿根弯曲应力的变化规律，并与锥齿

轮弯曲强度计算标准和赫兹接触计算公式的结果进

行了对比。方宗德等[20-22]在齿面接触分析和承载接触

分析的基础上，使用弹性理论计算弧线齿面齿轮的

齿面接触应力，并采用有限元应力影响矩阵法计算

了面齿轮齿根弯曲应力。王延忠等[23-24]根据加载接触

分析原理求解正交直齿面齿轮的接触应力，并通过

有限元法验证了该计算方法的正确性。林超等[25-27]则

提出非圆端曲面齿轮副齿面接触应力和齿根弯曲应

力的计算方法和试验方法。

面齿轮的应力仿真与理论计算已日趋成熟，为面

齿轮承载能力设计提供了坚实的理论基础和技术支

撑。本文基于等角螺旋线的数学特性，设计出等角螺

旋线齿廓面齿轮，旨在提高面齿轮传动的承载能力；

并通过与渐开线面齿轮承载能力的对比分析，验证了

等角螺旋线面齿轮设计方法的可行性和优越性。

1 等角螺旋线基本特征

图 1 为等角螺旋线示意图，其特征是曲线上动

点的运动方向与极径的夹角 β为定值，β为走向角

（也称螺旋角）。等角螺旋线最重要的两大特性如

下：① 等角螺旋线上各点的螺旋角相等，具有等角

性；② 等角螺旋线上相同夹角所对应的三角扇形区

域是相似三角扇形，具有保形性。

等角螺旋线的直角坐标方程为

ì
í
î

x = r0ekθ cos θ
y = r0ekθ sin θ （1）

式中， r0 为起始极径； k为常数， k = cot β； θ为

极角。

2 等角螺旋线面齿轮啮合原理

2. 1　面齿轮啮合坐标系

根据面齿轮啮合原理，圆柱齿轮与面齿轮的啮

合坐标系有：与圆柱齿轮一起转动的随动坐标系 Ss；

与面齿轮一起转动的随动坐标系 S2；与圆柱齿轮旋

转中心固连的固定坐标系 Sm；与面齿轮旋转中心固

连的固定坐标系 Sp。各坐标系的关系如图 2所示。其

中，ϕs 为圆柱齿轮转角；ϕ2 为面齿轮转角；ωs为圆

柱齿轮转速；ω2为面齿轮转速。定义本文轴交角为

90°，为正交直齿面齿轮副。

2. 2　面齿轮齿面方程

建立图 3 所示的圆柱齿轮等角螺旋线齿廓坐标

系，其中，ra为齿顶圆半径。通过几何推导，获得的

等角螺旋线圆柱齿轮齿面方程为

rs ( μs，θs ) =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú±rekθs sin (θs + θos )
-rekθs cos (θs + θos )

μs

（2）

式中，μs为圆柱齿轮齿宽参数；θs 为齿廓上的展角；

r为圆柱齿轮分度圆半径；θos 为竖轴对称线到等角螺

旋线起始点的角度参数，θos=π/ (2Ns )，其决定了齿

的分布，也为了保证齿厚等于齿槽宽，Ns为圆柱齿

轮齿数。

图1　等角螺旋线示意图

Fig. 1　Schematic diagram of the equiangular spiral

图2　面齿轮啮合坐标系

Fig. 2　Coordinate systems of the face gear meshing 

图3　圆柱齿轮等角螺旋线齿廓

Fig. 3　Equiangular spiral tooth profile of the cylindrical gear
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通过圆柱齿轮齿面方程，推导出其单位法向

量，即
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由图 2可知，变换矩阵M2s的作用是实现由坐标

系Ss到坐标系S2的变换，据此可以计算得到

M2s =
é
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0 0 0 1

（4）

其中，ϕ2 = ϕsNs /N2 = m2sϕs，N2为面齿轮齿数，m2s
为传动比。

面齿轮齿面方程组可表示为

ì
í
î

r2 ( μs，θs，ϕs ) = M2s (ϕs )rs ( μs，θs )
f ( μs，θs，ϕs ) = nsv(s2) = 0 （5）

其中，齿轮相对速度 v（s2）为

v(s2）= ωs
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由此可得，面齿轮啮合方程为

f ( μs，θs，ϕs ) = μsm2s (k cosϕθ - sinϕθ ) - krekθs （7）
其中，ϕθ = θs + θos + ϕs。

求解式（5）所示方程组，可得等角螺旋线面齿轮

齿面方程，即

r2 (θs，ϕs ) =
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（8）

面齿轮的单位法向量为
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由式（8）可知，通过等角螺旋线圆柱齿轮齿面方

程可共轭推导出面齿轮齿面方程。从齿面方程可以

看出，面齿轮齿廓曲线仍是等角螺旋线，说明等角

螺旋线通过共轭求解后具有保形性。

2. 3　齿面可视化

根据上述推导的面齿轮副齿面方程，定义面齿

轮副基本参数，如表 1所示。面齿轮为变齿厚齿轮，

如果内径过小，轮齿根部会出现根切现象；外径过

大，轮齿齿顶则会出现变尖现象。等角螺旋线面齿

轮与渐开线面齿轮发生根切和变尖的内外半径不同，

为了方便对比，定义两者的内外半径相同，且均不

会出现根切和变尖现象。

计算获得等角螺旋线与渐开线面齿轮副的齿面

数据点，并将齿面进行可视化，如图4所示。齿轮齿

面分为工作齿面和过渡曲面，通过齿面的可视化，

验证了齿面方程的正确性。

3 等角螺旋线面齿轮啮合特性分析

3. 1　齿面啮合角求解

如图 5所示，面齿轮齿面接触线为非等距斜线，

齿面存在以下几个特殊啮合点：① 齿面右上角外齿

廓齿顶啮入点Pin；② 齿面左下角内齿廓齿根啮出点

Pout；③ 齿面左上角内齿廓齿顶点 Pha；④ 齿面右下

表1　面齿轮副基本参数

Tab. 1　Basic parameters of the face gear pair

参数

齿数

模数/mm

内外半径/mm

齿宽/mm

齿顶高系数

顶隙系数

渐开线

小齿轮

23

3

12

1

0. 25

渐开线

面齿轮

59

3

86~95

9

等角线

小齿轮

23

3

12

0. 8

0. 3

等角线

面齿轮

59

3

86~95

9

（a）渐开线圆柱齿轮齿面   （b）等角线圆柱齿轮齿面

（c）渐开线面齿轮齿面     （d）等角线面齿轮齿面

图4　面齿轮副齿面

Fig. 4　Tooth surface of the face gear pair
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角外齿廓齿根点 Phf。由 4 个特殊啮合点和齿面接触

线特征可知，面齿轮齿面可由两条接触界限线 Lα和

Lβ离散成3个区域。

当啮合区域在接触界限线 Lα和啮入点Pin之间且

面齿轮外径已知时，即可获得该区域不同啮合点对

应的啮合角ϕs 与展角 θs，实现外齿廓T1out和齿顶曲线

Ttop的离散化。

当啮合区域在接触界限线 Lα和接触界限线 Lβ之

间且面齿轮内外径已知时，即可获得该区域不同啮

合点对应的啮合角ϕs 与展角 θs，实现外齿廓T2out和内

齿廓T1in的离散化。

当啮合区域在过渡曲线和接触界限线 Lβ之间且

确定过渡曲线上的展角 θs 后，即可完成过渡曲线的

离散化；若面齿轮内径已知，即可获得该区域不同

啮合点对应的啮合角ϕs 与展角 θs，实现内齿廓 T2in的

离散化。

最后，已知齿面离散啮合点对应的啮合角ϕs 和

面齿轮内外半径，即可获得齿面离散啮合点对应的

展角 θs，实现面齿轮齿面接触线的离散化。

啮合角度的求解步骤如下：

1）计算轮齿外齿廓齿顶处啮合角ϕouts 。

将齿廓半径 RS = R2、z2 = -rsm1 代入等角螺旋线

面齿轮齿面方程，可计算出啮合角ϕouts 。其中，R2为

面齿轮外径；rsm1 = r - ha，ha为齿顶高。

2）计算轮齿内齿廓齿顶位置啮合角ϕs
ha。

将RS = R1、z2 = -rsm1代入等角螺旋线面齿轮齿面

方程，可计算出啮合角ϕhas 。其中，R1为面齿轮内径。

3）计算轮齿内齿廓过渡曲线起点处啮合角ϕ ins 。

将RS = R1 代入等角螺旋线面齿轮齿面方程，并

将圆柱齿轮齿顶位置对应的展角 θhas = ln ( ras /r ) /k代入，

可计算出啮合角 ϕ ins 。其中， ras 为圆柱齿轮齿顶圆

半径。

4）计算轮齿外齿廓过渡曲线终点处啮合角ϕhfs 。

将齿廓半径RS = R2 代入等角螺旋线面齿轮齿面

方程，并将展角 θhas 代入，可计算出啮合角ϕhfs 。

基于以上齿面啮合点离散算法，即可实现齿面

离散化，进而获得每个瞬时啮合点的重合度、主曲

率、滑动率以及计算接触线长度等重要特性参数。

3. 2　接触线长度及重合度计算

通过计算获得各个轮齿的啮入角度、啮出角度

及接触线长度，以此分析面齿轮啮合状态，如图6所

示。面齿轮的重合度 ε可以通过单个轮齿啮入角度

与啮出角度的差Δφ1与相邻两齿啮入角度的差Δφ2的

比值来计算，即

ε = Δφ1Δφ2
（10）

由图6可知，等角螺旋线面齿轮齿面接触线分布

规律与渐开线面齿轮齿面接触线分布规律一致。通过

计算得到，等角螺旋线面齿轮的重合度为 2. 104 9，
略低于渐开线面齿轮的重合度2. 237 7，原因在于：

1）两种齿廓曲线存在差异。等角螺旋线面齿轮

主曲率相对较小；当齿全高一致时，齿廓弧长相对

图5　面齿轮齿面离散

Fig. 5　Discrete tooth surface of the face gear

（a）面齿轮单齿啮合

（b）面齿轮多齿啮合

图6　面齿轮啮合状态

Fig. 6　Mesh state of the face gear
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较短。因此，轮齿更慢进入啮合，更快退出啮合，

导致重合度降低。

2）渐开线面齿轮采用正常制齿高，而等角螺旋

线面齿轮采用短齿制齿高，导致齿廓弧长更短，降

低了重合度。但两者重合度均大于2。
3）由于采用了不同齿形，因此，无法仅根据重

合度大小对其承载能力等特性进行评估。

3. 3　面齿轮副主曲率分析

面齿轮副齿面主曲率的大小直接影响齿面接触

应力的大小和接触区域的形状，分析齿面主曲率的

变化规律对于提高面齿轮传动的承载能力具有重要

意义。由微分几何学可知，齿轮的主曲率K1和K2可

以表示为

K1，2 = - 2MF - LG - NE
2(EG - F2 ) ±

[ 2MF - LG - NE
2(EG - F2 ) ]2 - LN - M 2

EG - F2 （11）
式 中 ， L = nruu；M = nruv；N = nrvv；E = ruru；F =
rurv；G = rvrv；n为齿轮单位法向量；ru、rv、ruv均为

齿面方程对变量参数的求导。

当圆柱齿轮齿廓为等角螺旋线时，结合式（11），

可求解得到圆柱齿轮齿面任意点处的主曲率 K11 和

K12，即

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

K11 = 0
K12 = - 1

r0ekθs k2 + 1
（12）

同理，可求解得到渐开线圆柱齿轮齿面主曲

率，即

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

K21 = 0
K22 = - 1

rbsθs
（13）

图 7 所示为计算获得的圆柱齿轮主曲率，图 8、
图9所示为等角螺旋线面齿轮和渐开线面齿轮分别沿

齿高方向与齿宽方向的主曲率。

（a）等角螺旋线圆柱齿轮

（b）渐开线圆柱齿轮

图7　圆柱齿轮沿齿高方向主曲率

Fig. 7　Principal curvature of the cylindrical gear along the tooth 

height direction

（a）内齿廓

（b）中间齿廓

（c）外齿廓

图8　面齿轮沿齿高方向主曲率

Fig. 8　Principal curvature of the face gear along the tooth height 

direction
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（a）齿顶处

（b）中间处

（c）齿根处

图9　面齿轮沿齿宽方向主曲率

Fig. 9　Principal curvature of the face gear along the tooth width 

direction

图 7（a）所示为等角螺旋线圆柱齿轮的主曲率，

图 7（b）所示为渐开线圆柱齿轮的主曲率。由图 7 可

知，两种齿廓曲线圆柱齿轮均有一个主曲率为 0，而

另一个主曲率相差较大。分析其原因可知，渐开线

圆柱齿轮的主曲率K22与 θs 有关，当 θs 趋于 0时，K22
趋于负无穷大；而等角螺旋线圆柱齿轮的主曲率K12
变化不大。

因此，等角螺旋线圆柱齿轮主曲率相比渐开线

圆柱齿轮主曲率从齿根到齿顶的变化更小且更平缓。

由图 8 可知，沿着内齿廓-中间齿廓-外齿廓方

向，面齿轮齿高方向主曲率逐渐减小。等角螺旋线

面齿轮的主曲率K11与渐开线面齿轮主曲率K21相差不

大；而等角螺旋线面齿轮的主曲率K12基本趋近于 0，
显著小于渐开线面齿轮的主曲率K22，则等角螺旋线

面齿轮沿齿高方向其齿廓趋于直线。由图9可知，沿

着齿顶-中间齿廓-齿根方向，面齿轮齿宽方向主曲率

逐渐增大。等角螺旋线面齿轮的主曲率K11略大于渐

开线面齿轮的主曲率K21；但等角螺旋线面齿轮的主

曲率 K12基本趋近于 0，显著小于渐开线面齿轮的主

曲率K22，则等角螺旋线面齿轮沿齿宽方向其齿廓趋

于直线。

因此，等角螺旋线面齿轮副沿齿高方向、齿宽

方向均近似于面接触，共轭齿廓间侧隙小，面齿轮

承载能力更高。

图 10、图 11所示为两种齿廓曲线面齿轮沿齿高

方向、齿宽方向、接触线方向的各自主曲率变化规

律。由图 10 可知，沿着内齿廓-中间齿廓-外齿廓方

向，渐开线面齿轮齿高方向主曲率逐渐降低；沿着

齿顶-中间齿廓-齿根方向，齿宽方向主曲率逐渐增

大；沿着啮入点-啮出点方向，接触线主曲率逐渐增

大；得知靠近齿根过渡曲面处主曲率最大，靠近齿

顶处主曲率最小。由图 11可知，等角螺旋线面齿轮

主曲率呈现出与渐开线面齿轮主曲率一致的规律；

但在啮出点处主曲率增大较多，原因在于相同内外

半径时，等角螺旋线面齿轮在齿根处的根切相较于

渐开线面齿轮会偏多，导致主曲率偏大。

（a）齿高方向

（b）齿宽方向
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（c）接触线方向

图10　渐开线齿廓面齿轮主曲率分析

Fig. 10　Principal curvature analysis of the involute tooth 

profile face gear

（a）齿高方向

（b）齿宽方向

（c）接触线方向

图11　等角线齿廓面齿轮主曲率分析

Fig. 11　Principal curvature analysis of the equiangular profile face 

gear

综上所述，等角螺旋线面齿轮副中，一个主曲

率基本接近于 0，而另一个主曲率变化较小，较小的

曲率变化有助于提高面齿轮副的承载能力。且曲率

变化小可以使面齿轮副之间的摩擦磨损减小、传动

更平稳、振动噪声也更小。以上对面齿轮副主曲率

的分析可以体现出将齿廓曲线由渐开线设计为等角

螺旋线的优势所在。

3. 4　面齿轮副滑动率分析

滑动率对面齿轮副性能有着直接的影响。面齿

轮副啮合过程中，齿廓发生相对滑动会造成齿面胶

合、齿面磨损等齿面损伤。接触方向上两啮合齿廓

的滑动率可分别表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σ1 = limΔS1 → 0
ΔS1 - ΔS2ΔS1

= dS1 - dS2dS1

σ2 = limΔS2 → 0
ΔS2 - ΔS1ΔS2

= dS2 - dS1dS2

（14）

式中，S1、S2分别为两齿廓的弧长；dS1、dS2分别为

两齿廓的弧长微分。

由微分几何学可得，dS1、dS2分别为

ì
í
î

ïï

ïïïï

dS1 = (dx1 )2 + (dy1 )2 + (dz1 )2

dS2 = (dx2 )2 + (dy2 )2 + (dz2 )2
（15）

等角螺旋线面齿轮和渐开线面齿轮沿齿廓方向

的滑动率如图 12 所示。沿着内齿廓-中间齿廓-外齿

廓方向，相比渐开线面齿轮副的滑动率，等角螺旋

线面齿轮副沿齿廓方向的滑动率相差不大，变化趋

于直线，有利于润滑过程中形成更加均匀的油膜厚

度，也有助于提升面齿轮胶合承载性能。

（a）内齿廓

（b）中间齿廓
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（c）外齿廓
图12　面齿轮副滑动率分析

Fig. 12　Analysis of the sliding rate of the face gear pair

3. 5　面齿轮副压力角计算

齿轮压力角对齿轮的啮合性能具有显著影响，

直接影响齿轮的啮合传动性能和使用寿命。图 13为

等角螺旋线圆柱齿轮副任意啮合位置的压力角分析

示意图。图 13中，n-n为啮合点处的公切线；V1为从

动圆柱齿轮在此刻的速度；Fn21为主动圆柱齿轮对从

动圆柱齿轮的作用力；Fn21和 V1之间的夹角 α即为该

啮合位置的压力角。

图13　圆柱齿轮压力角分析

Fig. 13　Analysis of the pressure angle of the cylindrical gear

根据几何推导可得

ì
í
î

α = 90° - β - γ
φ = 90° - γ （16）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

tan β = dy1 (θs )/dθsdx1 (θs )/dθs

tan φ = |y1 (θs )|
|x1 (θs )|

（17）

将等角螺旋线圆柱齿轮齿廓方程代入可得，圆

柱齿轮的压力角为

α = arctan 1
k （18）

其中，k = cot β。所以，α = β。可知，等角螺旋线

圆柱齿轮在任意啮合位置的压力角 α恒等于等角螺

旋线的螺旋角β，为一常数。

图 14为面齿轮副任意啮合位置的压力角分析示

意图。

图14　面齿轮压力角分析

Fig. 14　Analysis of the pressure angle of the face gear

图 14中，t-t为啮合点处的公切线；V2为面齿轮

在此刻的速度；Fn12为圆柱齿轮对面齿轮的作用力；

Fn12和V2之间的夹角αn 即为该啮合位置的压力角。根

据几何推导，有

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

αn = α - μ
tan μ = |x1 (θs )|

|y1 (θs )|
（19）

将等角螺旋线圆柱齿轮齿廓方程代入可得，面

齿轮压力角为

αn = α - θs - θos （20）
同理，可计算出渐开线面齿轮副的压力角。等

角螺旋线和渐开线面齿轮副压力角的变化规律对比

如图15所示。

（a）等角螺旋线圆柱齿轮

（b）渐开线圆柱齿轮

图15　面齿轮副压力角

Fig. 15　Pressure angles of the face gear pair
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由图 15可知，等角螺旋线圆柱齿轮的压力角是

恒定值，渐开线圆柱齿轮的压力角是变化的；等角

螺旋线面齿轮的压力角从齿根到齿顶是逐渐减小的，

变化范围不大；而渐开线面齿轮的压力角从基圆到

齿顶是逐渐增大的，变化范围较大。由以上对比分

析可知，等角螺旋线面齿轮副相比渐开线面齿轮副

更利于润滑油膜在齿面均匀铺展，更容易形成润滑

油膜，从而有利于提升啮合齿面间的润滑性能。

综上所述，等角螺旋线面齿轮相比渐开线面齿

轮承载能力增加、摩擦磨损减小、传动更加平稳。

同时，该齿轮的润滑性能更好，有助于面齿轮抗胶

合承载能力的提升。

4 面齿轮接触应力和弯曲应力理论解析模型

4. 1　线接触面齿轮接触应力

线接触面齿轮所受的齿面接触力分布在齿面接

触线上，且接触区域呈矩形状。假设齿面接触力在

轮齿上均匀分布，单位齿长上的载荷为Wi，线接触

面齿轮副受力分析如图16所示。

面齿轮单位齿长上法向均布载荷Wi的计算式为

Wi = T2
Ri cos αni li

（21）
式中，T2为面齿轮所受的转矩；Ri、li与αni分别为面齿

轮副任意啮合位置的啮合半径、接触线长度与压力角。

由于面齿轮齿面接触线的参数方程难以求解，故

无法通过积分的方法来求接触线的长度。可通过齿面

离散获得接触线上所有离散点，对于每对连续的点

（xi，yi，zi）和（xi + 1，yi + 1，zi + 1），使用两点间的距离

计算式来计算这两点间的线段长度，从而求得接触线

的长度。计算获得的任意啮合位置的接触线长度为

li = ∑
i = 1

Nn ( xi + 1 - xi )2 + ( yi + 1 - yi )2 + ( zi + 1 - zi )2 （22）
因此，线接触面齿轮的齿面最大接触应力计算

式为

σH max= Wiπ (K11 - K12 + K21 - K22 )/ ( 1 - ν21
E1

+ 1 - ν22
E2

)
（23）

式中，E1、E2 分别为小齿轮与面齿轮的弹性模量；

ν1、ν2分别为小齿轮与面齿轮的泊松比。

4. 2　面齿轮弯曲应力

面齿轮为变齿厚齿轮，用传统当量齿轮的方法

计算面齿轮齿根弯曲应力存在一定局限性。因此，

采用悬臂板法计算面齿轮齿根弯曲应力的大小及分

布。图 17所示为面齿轮轮齿的悬臂模型。因面齿轮

沿齿宽方向的齿廓趋于直线，故面齿轮齿根截面可

以视为等腰梯形。

设面齿轮齿宽为 b；齿根截面内径处宽度 c= yi+1-
yi；外径处宽度d = yj + 1 - yj。则齿根曲线的方程为

y = d - c
2b x + c

2 （24）
设齿面接触点为P；与内径的距离为a；P点在节

线附近与齿根截面的距离为H。将面齿轮轮齿悬臂模

型等效为无数个宽度趋于0的悬臂杆，杆件的自由端

连接于啮合点P，另一端固定于齿根截面。设P点与

固定端之间的杆长为 lx；P点的挠度为ωP，则悬臂杆

垂直杆长方向截面内的最大弯曲应力计算式为

σ = Mxyx
Ix

= 3EωPyx
l2x

（25）
式中，Mx为悬臂杆的弯矩；Ix 为惯性矩；E为弹性

模量。

推导可获得面齿轮沿齿宽方向最大弯曲应力计

算式，即

σx = 6b2T2 [ (d - c ) x + bc ]
R [ H 2 + ( x - a ) 2 ] ∙

( )1/ { ∫0

b [ (d - c ) x + bc ]3

[ H 2 + ( x - a ) 2 ]3
2

dx } （26）

5 面齿轮应力仿真分析

5. 1　建立面齿轮副有限元模型

建立两种不同齿廓曲线的面齿轮副三维模型，

图16　啮合轮齿受力分析

Fig. 16　Force analysis of the meshing gear teeth

图17　面齿轮轮齿悬臂模型

Fig. 17　Cantilever model of the face gear teeth
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以面齿轮最中间轮齿为研究对象，分析其在啮入、

节线和啮出这3个不同啮合位置的应力。采用的面齿

轮副网格模型如图18所示。

5. 2　仿真结果分析

定义面齿轮副材料为 45钢，将圆柱齿轮固定约

束，面齿轮承受100 N·m的转矩。分别对两种不同齿

廓曲线面齿轮副进行静应力仿真，结果分别如图 19、
图 20所示。等角螺旋线面齿轮和渐开线面齿轮的仿

真结果与理论结果对比如表2所示。

由仿真结果可知：

1）等角螺旋线面齿轮的接触应力和弯曲应力均

小于渐开线面齿轮，说明等角螺旋线面齿轮的承载

能力更高。

2）从啮入位置到节线位置，等角螺旋线面齿轮

的应力显著小于渐开线面齿轮的应力；而在节线位

置到啮出位置，应力相当。分析其原因在于，同等参

数下，等角螺旋线面齿轮根切面积稍大于渐开线面齿

轮根切面积。在实际设计过程中，可考虑将等角螺旋

线齿廓与渐开线齿廓进行组合，在啮入位置到节线位

置采用等角螺旋线，使之具有更好的承载效果；在节

线位置到啮出位置采用渐开线，以解决根切问题。该

设想可为后续的组合齿廓设计提供参考。

3）通过理论法和仿真法得到的等角螺旋线面齿

轮最大接触应力误差为11. 2%，最大弯曲应力误差为

11. 5%，验证了面齿轮应力理论解析模型的准确性。

6 结论

将圆柱齿轮齿廓设计成等角螺旋线，通过面齿

轮啮合原理和坐标变换推导出面齿轮齿面方程，获

得等角螺旋线面齿轮副。通过啮合特性分析和应力

分析，得出以下结论：

1）等角螺旋线面齿轮副的主曲率沿各个方向变

化均更小，且其中一个主曲率趋近于 0，这有助于提

高面齿轮副的承载能力及啮合性能，同时有助于减

小面齿轮的应力、降低摩擦磨损和寿命损失。

图20　渐开线齿廓面齿轮应力

Fig. 20　Stress of the involute tooth profile face gear

图18　面齿轮副网格模型

Fig. 18　Mesh model of the face gear pair

表2　面齿轮应力大小

Tab. 2　Stress magnitude of the face gear 单位：MPa

理论结果

啮入位置

节线位置

啮出位置

渐开线

接触应力

508. 51

434. 02

473. 33

575. 64

等角线

接触应力

470. 49

190. 84

439. 22

529. 62

渐开线

弯曲应力

108. 22

108. 90

125. 37

109. 47

等角线

弯曲应力

83. 86

70. 54

89. 95

94. 79

图19　等角螺旋线齿廓面齿轮应力

Fig. 19　Stress of the equiangular spiral tooth profile face gear
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2）等角螺旋线圆柱齿轮压力角不变，面齿轮压

力角从齿根到齿顶均匀减小，这一特性使得等角螺

旋线面齿轮副更加符合流体动力学润滑机制，使啮

合齿面间油膜的形成更具均匀性。

3）相较于渐开线面齿轮，等角螺旋线面齿轮的

接触应力降低了 56%，弯曲应力降低了 35%，凸显

出更高的承载能力。

考虑到将齿廓全部设计成等角螺旋线时轮齿根

切问题会更严重，未来研究可将面齿轮齿廓设计成

组合齿廓的形式，即一部分采用渐开线齿廓，另一

部分采用等角螺旋线齿廓，以此进一步提高面齿轮

的抗胶合承载性能。
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Meshing characteristics and stress analysis of equiangular spiral profile face gears

DING Shuaiqiang1 CAI Zhiqin1,2 YAO Bin1 XU Shuidian1,3 LI Zhisheng4

(1. School of Aeronautics and Astronautics, Xiamen University, Xiamen 361102, China)

（2. State Key Laboratory of Mechanical Transmission for Advanced Equipment, Chongqing University, Chongqing 400044, China)

［3. Chuanfu Technology (Xiamen) Co., Ltd., Xiamen 361102, China］

(4. China Academy of Machinery Zhengzhou Research Institute of Mechanical Engineering Co., Ltd., Zhengzhou 450001, China)

Abstract: [Objective] With the increasing demand for the load-bearing capacity and service life of face gear transmission 

systems in the industrial field, a design method for face gear pair transmission based on equiangular spiral tooth profile was 

proposed to further enhance the load-bearing performance of face gear transmission. [Methods] The formation principle of the 

tooth surface of face gear with equiangular spiral was studied, and the discrete model of the tooth surface of face gear with 

equiangular spiral was derived by solving the meshing parameters of the meshing inlet point, meshing outlet point, the top point 

of the inner tooth profile and the root point of the outer tooth profile. The correctness of the tooth surface model was verified by 

using the numerical computation examples. The key characteristic parameters such as principal curvature, sliding rate and 

pressure angle of face gear with equiangular spiral were analyzed to prove that the tooth profile of face gear which are 

conjugated through the tooth profile of cylindrical gear are still equiangular spiral. The theoretical analytical model for the 

contact stress and bending stress of face gear was derived, and the accuracy of the theoretical model was verified through 

simulation. [Results] The simulation results show that the stress of equiangular spiral face gear is significantly smaller than that 

of involute face gear. It is concluded that the load bearing capacity of equiangular spiral face gear is significantly higher than that 

of involute face gear. This study provides a new design idea for improving the load bearing capacity of face gear transmission.

Key words: Equiangular spiral; Face gear; Line contact; Load bearing capacity （编辑：刘欢欢）
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