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考虑齿面微观形貌的磨损齿轮动态响应特性研究
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摘要：【目的】 为探究齿面微观形貌对齿轮接触情况及运行状态的影响，开展各向异性三维粗糙

齿面下的磨损速率及动态响应特性研究。【方法】 首先，基于分形几何理论建立了各向异性三维微观

粗糙齿面；其次，根据 Archard 理论计算微观粗糙齿面在不同转速和不同工作时长下的非均匀磨损

情况，将齿面磨损深度与齿轮尺寸参数相结合，求解磨损轮齿啮合时的时变啮合刚度和时变齿隙，

并将其作为齿轮传动系统动力学模型的内激励输入参数；最后，采用变步长Runge‐Kutta算法求解动

力学微分方程，得到齿轮传动系统的动力学响应特性。【结果】 结果表明，在齿面粗糙度相同时，随

着齿轮转速、工作时长的增加，齿面磨损深度和齿侧间隙逐渐增大，时变啮合刚度逐渐减小；在考

虑齿面微观形貌的齿轮传动系统中，随着转速的变化，齿轮传动系统表现出丰富的动态响应特性；

随着工作时长的增加，齿轮传动系统的动态传递误差增大，系统整体动态响应由周期运动状态趋向

于混沌运动状态，进而表现为混沌振动，这将不利于系统的平稳运行；对于处于混沌运动状态的磨

损齿轮，改变转矩或转速后，齿轮传动系统由混沌运动状态转变为较为稳定的周期运动状态。
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0 引言

齿轮因其传动优势而被广泛应用在多种传动设

备中，其动力学特性能够直接反映齿轮传动系统的

运行品质[1]。然而，齿轮在正常工作过程中不可避免

地会发生齿面磨损，对传动系统的动力学响应产生

影响[2-3]。因此，研究齿轮传动系统在不同磨损程度

下的内部激励，有利于掌握系统运行状态，在合理

分配齿轮服役工况、确定齿轮传动系统的最佳使用

范围等方面具有重要意义。

齿轮表面的微观形貌对齿轮传动的动力学特性

具有直接影响[4]。受齿轮加工工具等因素的影响，实

际的齿轮表面并非光滑，而是由大量凹凸体构成的

复杂表面。齿面微凸体由于加工刀具的不同呈现出

各向异性分布特征，使得考虑齿面微观形貌的粗糙

齿面建模成为一个具有挑战性的任务。1990 年，

MAJUMDAR 等[5]的研究结果表明，基于分形几何理

论的 M-B 模型可以较好地模拟齿面粗糙形貌。陈奇

等[6]通过大量试验证明，分形维数D、特征尺度系数

G与粗糙度 Ra 之间的关系式为D = 1. 528/R0. 042a 、G =
10-5. 26/R0. 042a ，实现了分形参数与表面粗糙度之间的相互

转化；该结果表明，可以通过设置不同的分形维数

D和特征尺度系数G来高度模拟特定粗糙情况下的齿

轮和具有特定齿面微观形貌的齿轮，将复杂粗糙齿

面的建模及动力学响应求解问题转化为数学模型的

建模及求解问题。YU 等[7]通过分形几何理论建立了

粗糙齿面模型，并修正了粗糙表面上存在微凸体时

齿轮副的齿隙值。ZHAO等[8]考虑了分形参数对齿轮

接触刚度的影响，发现随着粗糙度的增大，时变啮

合刚度逐渐减小。LI 等[9]、HUANG 等[10]将修正后的

齿隙和啮合刚度应用到齿轮系统中，分析了齿隙和

刚度对系统动力学特性的影响。综上所述，基于分

形理论研究粗糙齿面对齿轮传动特性影响的文献很

多，也获得了很多结论。但是，上述研究均建立了
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二维齿面微观形貌模型，忽略了齿宽方向的微观形

貌特征，影响了模型的准确性。LAN 等[11]考虑到这

一不足，利用分形理论建立了 3D粗糙表面法向接触

刚度模型，分析了微观形貌参数对法向接触刚度的

影响。XIA 等[12]将二维 W-M 分形函数在 x和 y方向进

行叠加，得到 3D各向异性的W-M分形函数，其优势

在于充分考虑了齿廓方向和齿宽方向的齿面微观形

貌，将这2个方向的微凸体按照独立分布特征进行布

置，可以更好地模拟实际的齿面加工形貌。

然而，目前关于考虑微观形貌的齿面在发生正

常磨损后系统动态响应特性变化情况的研究很少。

因此，本文首先基于分形几何理论建立了三维各向

异性分形粗糙齿面模型；接着，根据Archard理论计

算三维粗糙齿面在不同转速、不同工作时长下的磨

损情况；然后，综合齿面微观形貌和磨损情况，求

解时变啮合刚度和齿侧间隙，并以此为内激励参数，

研究齿面磨损对传动系统动态响应特性的影响。研

究可从理论层面为磨损齿轮适用工况的选择提供一

定的参考。

1 三维分形粗糙齿面建模

齿轮表面的微观形貌是凹凸不平的，齿轮表面

具有一定的表面粗糙度。图 1[13]104366[14]173-182所示为实际

加工齿面的形貌。由图1可知，齿面微观形貌呈现出

特定的方向性。基于分形理论模拟的粗糙表面具有

连续性、不可分性、尺度不变性和自相似性等特

征，能够有效克服表面粗糙度表征对样本大小的依

赖，使得对粗糙表面的描述更稳定、更精确。因

此，本文根据二维 M-B 分形函数表达式，将 x方向

的分形曲线与 y方向的分形曲线叠加在一起，构建

x、y两向异性的三维分形粗糙表面，克服了齿宽方

向微观形貌无法建模的不足；通过调整不同方向的

分形参数，可以实现对具有特定微观形貌的表面的

模拟。沿齿廓方向将齿面弧长等分为 n份，则三维

各向异性粗糙表面的建模公式为

z ( x，y ) = GDx - 1
x ∑

n = 0

∞ cos (2πγn x + ϕ )
γ(2 - Dx ) n +

GDy - 1
y ∑

n = 0

∞ cos (2πγn y + ϕ )
γ(2 - Dy ) n （1）

式中，x、y、z分别为三维各向异性粗糙表面上各点

的横、纵、竖坐标；Gx、Gy分别为 x、y方向上的二

维尺度系数；Dx、Dy分别为 x、y方向上的二维分形

维数；ϕ为随机相位；γ为表明表面平整程度的参

数，基于表面平整度和频率分布密度的考虑，取γ =
1. 5。所提出的粗糙表面模型如图2所示。

根据渐开线齿廓方程，建立表面光滑的渐开线

齿面模型，如图 3（a）所示。其中，齿轮的基本参数

如表 1所示。为了保证微观形貌特征能够在垂直方

向上均匀分布在光滑齿面上，将图 3（b）所示的各向

异性粗糙表面旋转后叠加到光滑齿面上，即可得到

图 3（c）所示的各向异性三维粗糙齿面。其中，具体

的旋转矩阵表达式及详细旋转步骤见文献 [13]104366。

图 3（d）和图 3（e）均为粗糙齿面的局部细节图。根

据 LEI 等 [14]177 的研究结果，通过电火花线切割方式

加工得到的齿面参数 D = 1. 75、G = 3. 7 × 10-7 m；

通过铣削加工得到的齿面参数 D = 1. 8、G = 3. 0 ×
10-7 m；通过研磨加工得到的齿面参数 D = 1. 85、
G = 2. 9 × 10-7 m。由此可见，通过常用齿轮加工方

式加工获得的齿面分形参数均在一定区间范围内。

本文选择对铣削加工齿轮进行建模，并且在后续对

磨损速率、齿侧间隙、啮合刚度及动态响应的研究

中均使用该齿面形貌分形参数。

（a）Dx = 1.2，Dy = 1.4，Gx = 5 × 10-7 m，Gy = 5 × 10-7 m

（b）Dx = 1.4，Dy = 1.2，Gx = 5 × 10-7 m，Gy = 5 × 10-7 m
图2　三维各向异性分形表面模型

Fig. 2　3D anisotropic fractal surface model

图1　实际齿面形貌

Fig. 1　Actual tooth surface morphology
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2 啮合刚度和齿隙的计算

2. 1　时变齿侧间隙的计算

为了减小齿轮制造误差的影响，便于齿轮的安

装，防止齿轮在旋转过程中发生卡死，齿轮副中需

要预留一定的初始齿隙[15]，本文中设定初始齿隙值 b0
为 50 μm。相比理想光滑齿面，粗糙齿面上大量的微

凸体将引起齿隙值发生改变。如图4所示，齿面微凸

体改变了2个轮齿相应接触区域之间的距离，从而改

变了齿隙值。粗糙齿轮啮合时的接触本质是微凸体间

的接触。微凸体尺寸越大，主、从动轮齿面接触的距

离越短，齿隙越小。因此，粗糙表面之间的实际齿隙

值与微凸体的平均高度有关。根据分形函数，在主动

轮齿面 ( x0，y0 )处，单个微凸体的高度可以表示为

z0 ( x0，y0 ) = Gx
Dx - 1 ∑

n = nmin

+∞ cos (2πγn x0 + ϕm，n )
γ(2 - Dx ) nx +

Gy
Dy - 1 ∑

n = nmin

+∞ cos (2πγn y0 + ϕm，n )
γ(2 - Dy ) ny （2）

式中，nmin为沿齿廓方向等分齿面弧长的最小份数。

主动轮齿面第nj处微凸体高度的算术平均值为

bj_p ( j ) = ∑
y1 = 1

n

z ( x，y ) / (wj ⋅ L )，j ∈ (1，n ) （3）

同理，可以计算得到从动轮上第 nj处微凸体的

高度值 bj_g。因此，由齿面微凸体引起的主、从动轮

之间第nj处的齿隙修正值 bj = bj_p + bj_g。
根据 LEI等[14]177对齿轮加工方式与齿面分形参数

之间关系的研究，结合表 1 中的齿轮基本参数，设

定轮齿的加工方式为铣削加工，齿面分形参数Dx =
1. 8， Dy = 1. 7， Gx = 3 × 10-7 m， Gy = 3 × 10-7 m。

据此，结合式（2）、式（3）可计算得到齿面微凸体的

高度值 bi，如图5所示。

另外，在实际的齿轮传动过程中，齿面不可避

免地会发生磨损。在粗糙齿面啮合过程中，由于在

节线以外的区域主动轮和从动轮的相对速度并不相

同，相接触的微凸体之间不仅有挤压变形，还发生

相对滑动，从而产生磨损。为了量化齿面微观形貌

与磨损速率之间的关系，本文从齿隙的角度探究分

形参数与系统动力学内激励之间的关联。将表达齿

面粗糙形貌特性的分形参数加入到FLODIN等[16]关于

齿面磨损深度的研究方法中，可以得到主动轮和从

动轮齿面的磨损深度W的表达式，即

W i，q = W i，q - 1 + 2aHkP
|

|
|
||
| vp - vg

v i

|

|
|
||
| + Wζ′ （4）

式中，q为迭代次数；i根据情况，可分别指代 p、g，
分别表示主动轮、从动轮；aH为啮合点的赫兹接触宽

度；k为磨损系数；v为啮合点处的滚动速度，下标p、
g分别代表主动轮和从动轮；P为啮合点处的接触载

荷，具体计算方法可参考文献[17]；Wζ′为黏着磨损

量，Wζ′ = ζ′aHkP，其中，ζ′为黏着磨损系数。

图6所示为齿轮工作时长和转速对主、从动轮整

体磨损深度 bw 的影响。在转速恒定时，随着齿轮工

作时长的增加，齿面磨损深度逐渐增大；在相同工

图3　三维各向异性粗糙齿面建模过程

Fig. 3　Modeling process of the 3D anisotropic rough tooth surface

表1　齿轮参数

Tab. 1　Gear parameters

参数

齿数

模数/mm

质量/kg

齿宽/mm

轴孔半径/mm

主/从动轮

24/24

1. 5/1. 5

0. 76/0. 76

10

5/5

参数

屈服强度/MPa

泊松比

弹性模量/GPa

齿顶系数

齿顶间隙系数

主/从动轮

3. 53×109

0. 3

206

1

0. 25

144



第3期 孟凡善，等：考虑齿面微观形貌的磨损齿轮动态响应特性研究

作时长下，齿轮转速的增加将加重齿面磨损。需要

说明的是，磨损深度在轮齿节线处最小，其值基本

为 0。这是由于节线处主、从动轮的滑动速度相等，

理论上不发生摩擦磨损。因此，本文将在粗糙齿面

的基础上进一步对齿隙值进行修正，修正后的齿隙

值由初始齿隙 b0、微凸体高度修正齿隙值 bj及主、从

动轮整体齿面磨损深度 bw 构成。综上，主、从动轮

之间的综合齿隙 b ( t ) = b0 - bj + bw。

根据 LEI 等[14]180的研究，齿轮运行一定时长后，

齿面分形参数的变化是十分轻微的，尤其是分形维

数D的变化更小。同时，结合前期的研究结果可知，

相比于分形维数的变化，分形参数中特征尺度系数

对齿轮传动系统内激励参数和最终的动态响应特性

的影响都较为微弱。因此，仅研究齿轮磨损对齿侧

间隙、啮合刚度等的影响，而不再考虑在正常磨损

过程中齿面分形参数的细微变化。将图6所示的齿面

磨损深度与齿面形貌等融合，便可以得到磨损后的

综合齿隙，如图7所示。

2. 2　时变啮合刚度的计算

时变啮合刚度是齿轮传动系统的主要激励因素

之一，影响着系统动力学特性的表现。势能法是求

解时变啮合刚度的常用方法，它根据材料力学和弹

性力学知识，将时变啮合刚度分解为轴向压缩刚度

ka、弯曲刚度 kb、剪切刚度 ks、基体变形刚度 k f 及赫

兹接触刚度 kh 进行求解[18]，但该方法基于齿面完全

光滑的理想状态。在利用分形理论建立三维分形齿

（a）粗糙齿面啮合                   （b）微凸体接触变形

图4　三维粗糙齿面啮合时的微观传动示意图

Fig. 4　Schematic diagram of microscopic transmission of 3D rough tooth surface meshing

图5　齿面微观形貌对齿侧间隙的影响

Fig. 5　Influence of tooth micromorphology on tooth backlash
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面后，微观上的齿面接触实际上是微凸体之间的挤

压与滑动，导致齿面实际接触面积明显小于理论接

触面积，所以，传统的赫兹接触刚度不再适用。本

文建立了齿轮副三维各向异性分形齿面接触模型，

并基于此模型计算了不同磨损程度下的分形齿面接

触刚度。

在计算具有分形特征的接触刚度时，通常可以

将1对齿轮之间的弹性接触问题转化为具有等效曲率

半径和等效弹性模量的弹性圆柱与刚性平面的接

触[13]104366，如图 4（b）所示。其中，P为刚体平面施加

在椭圆微凸体上的法向接触载荷；δn 为椭圆微凸体

的高度；ωn 为椭圆微凸体的实际变形量，取值范围

为 (0，δn )。由式（1）可以得到以椭圆的长轴和短轴为

基底的微凸体的轮廓曲线 z ( x，y )，即

z ( x，y ) = GDx - 1
x l2 - Dx

x cos ( 2πx
lx

) + GDy - 1
y l2 - Dy

y cos ( 2πy
ly

)
（5）

式中， lx、 ly 分别为接触平面椭圆的长轴、短轴的

长度。

单个椭圆微凸体的接触面积a为
a = πrx ry = πr2

x (1 - e2 )1/2 = πr2
y (1 - e2 )-1/2 （6）

式中，rx、ry分别为接触平面椭圆的长、短半轴长；e
为椭圆微凸体接触的偏心量。当微凸体的变形达到

临界变形 δc时，临界接触面积ac的表达式为

ac = 6P
Kσs

（7）

式中，K为与微凸体材料硬度相关的系数；σs 为材

料的屈服强度。

微凸体的最大接触面积为

a l = 1
2 [ ( 3PlDxmax

4E* π GDx - 1
x

) 2/3 + ( 3PlDymax
4E* π GDy - 1

y

) 2/3 ] （8）
式中，E* 为材料的等效弹性模量；lDxmax、lDymax 分别为压

缩后接触平面椭圆的 x方向、y方向轴的最大长度。

令 lmax = max{ }lDxmax，l
Dymax ，则

lmax = 1/γnmin （9）
齿轮副分形齿面接触面积分布函数 n′ (a ) 可表

示为

n'(a ) = ζ (Dx + Dy )2
aζ (Dx + Dy )/2

aζ (Dx + Dy )/2 + 1 （10）
式中，ζ为椭圆微凸体的接触系数，ζ = 1

2 (1 - e2 )1/2。

当椭圆微凸体处于完全弹性变形阶段时，可以

计算得到法向接触刚度[19]。关于齿面非均匀磨损对

轴向压缩刚度 ka、弯曲刚度 kb、剪切刚度 ks和总体时

变啮合刚度 k′的计算见文献[20]。
不同磨损程度下齿轮啮合刚度的计算结果如

（a）不同工作时长下的齿面磨损深度          （b）相同工作时长、不同转速下的齿面磨损深度

图6　分形参数对齿面磨损深度的影响

Fig. 6　Influence of fractal parameters on tooth wear depth

图7　磨损齿面综合齿侧间隙

Fig. 7　Comprehensive backlash on worn tooth surfaces
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图 8 所示。由图 8（a）可知，当主动轮转速恒定在

3 000 r/min时，随着齿轮工作时长的增加，啮合刚度

逐渐减小；由图 8（b）可知，按照不同的转速工作 3×
105 s后，转速越高的齿轮的啮合刚度越小。这是由于

随着齿轮工作时长、转速的不断增加，齿面磨损深度

逐渐增加。磨损程度的加重将导致轮齿弯曲刚度、

剪切刚度及压缩刚度减小[21-22]，从而导致总体时变啮

合刚度减小。

3 齿轮系统动力学响应分析

3. 1　考虑齿面微观形貌的齿轮系统动力学模型

图9所示为基于集中质量法建立的考虑分形齿面

的 6自由度齿轮系统动力学模型。图 9中，Op、Og 分

别为主、从动轮的中心；rbp、rbg 分别为主、从动轮

的基圆半径；Tp、Tg 分别为输入转矩和负载；Ip、Ig
分别为主、从动轮的转动惯量；mp、mg 分别为主、

从动轮的质量；kp、kg 分别为主、从动轮的支承刚

度；cp、cg 分别为主、从动轮的支承阻尼；下标 x、y
分别表示物理量在 x、y方向上的分量。

本文研究的重点是探究考虑齿面微观形貌的

轮齿在不同工作时长下系统动态响应的变化情况。

因此，需要将由于齿面形貌、磨损所带来的对系

统内激励参数的影响代入文献 [13]104366 中的动力学

方程中；由齿面磨损导致的轮齿质量的微小改变

则被考虑在动力学模型中。为了更好地研究齿面

磨损对系统动态响应的影响，对动力学模型进行

无量纲化，无量纲化后的动力学方程可参见文献

[13]104366。本文中设定的模型参数值为：b0 = 50 μm，

初始传动误差值 e0 = 25 μm， ξ = 0. 07，摩擦因数

μ1 = μ2 = 0. 1， cpx = cgx = cpy = cgy = 3 × 103 N·s/m，

kpx = kgx = kpy = kgy = 6 × 108 N/m， Tp = Tg = 100 N∙m。

前文中已求解出分形齿面时变啮合刚度 k′与齿侧间

隙 b ( t )。将不同磨损程度下的齿隙和啮合刚度代入 6
自由度动力学模型中，采用 4/5 阶 Runge⁃Kutta 算法

求解动力学方程。

3. 2　考虑齿面微观形貌的动态响应特性

在实际工作中，转速 n会根据传动需要而改变，

因此，有必要研究转速对齿轮传动系统动力学特性

的影响。将转速作为变量参数，可得到在主动轮的

不同转速下系统丰富的动力学特性，如图 10 所示。

当转速小于 3 780 r/min 时，系统始终处于单周期运

动状态；受固有频率影响，当转速约为 2 650 r/min
时，系统响应发生跳跃现象；当转速在 3 780~
5 220 r/min 范围内时，系统处于倍周期运动状态。

随着转速的增加，齿轮系统由倍周期分岔变为混沌

运动；直到转速增至 8 300 r/min 时，系统由逆倍周

期分岔方式过渡回单周期运动。

为了更清楚地分析齿轮系统的动态响应，绘制

了不同转速下的时域图、相位图、Poincaré映射和快

速傅里叶变换（Fast Fourier Transform, FFT）频谱图，

如图 11所示。图 11中，相位图和 Poincaré 映射中的

速度为动态传递误差对时间的导数；FFT频谱图中的

幅值为动态传递误差频谱的幅值。由于在动态响应求

解时进行了无量纲化处理，此处结果不再添加单位。

图 11（a）所示为齿轮系统在转速为 2 000 r/min下的响

应结果，此时，时域图出现稳定的周期波动，但在每

个周期间还存在幅值较小的波动；相位轨迹为1条具

有复杂形状且多次交叉的闭合曲线带；Poincaré映射

（a）不同工作时长下的啮合刚度

（b）相同工作时长、不同转速下的啮合刚度
图8　分形参数对啮合刚度的影响

Fig. 8　Influence of fractal parameters on meshing stiffness

图9　齿轮传动系统动力学模型

Fig. 9　Dynamic model of the gear transmission system
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中有 1个点，这表明在 1个周期内还存在着一定的周

期性，但是并不对主要的周期产生太大影响；在FFT
频谱图中，ωe为啮合频率，该频率占主导地位，对应

于幅值较大的单周期；而频率 2ωe对应于每个周期间

的较小幅值冲击。因此，系统在转速为 2 000 r/min
下处于类单周期运动状态。图 11（b）所示为系统在转

速为 4 000 r/min下的响应结果，此时，FFT频谱图在

0. 5ωe 处出现峰值；相位轨迹每 2 个周期重复 1 次；

Poincaré 映射有 2 个点；时域图中显示出周期性波

形。因此，系统处于 2周期运动状态。图 11（c）所示

为系统在转速为 6 000 r/min 下的混沌运动状态，此

时，Poincaré映射中出现了由无数个离散点组成的点

群；相位轨迹纠缠无序；时域图中系统响应信号表现

为振幅跳跃的非周期运动；FFT频谱图中出现连续的

（a） n′ = 2 000 r/min

（b） n′ = 4 000 r/min

（c） n′ = 6 000 r/min

（d） n′ = 9 000 r/min
图11　粗糙齿轮系统不同转速时的时域图、相位图、Poincaré映射和FFT频谱图

Fig. 11　Time-domain diagrams, phase diagrams, Poincaré maps and FFT spectrum diagrams of the rough gear system at different rotational 

speeds

图10　不同转速下齿轮传动系统的动态响应分岔图

Fig. 10　Bifurcation diagram of dynamic responses of the gear transmission system under different rotational speeds
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频率分量。图 11（d）所示为系统在转速为 9 000 r/min
下的响应结果，此时，齿轮系统处于单周期运动状

态，时域图中周期性明显；相位轨迹呈现为 1 条封

闭的曲线带；Poincaré 映射存在 1 个点；FFT 频谱图

中频率以啮合频率ωe 及其倍频为主。

3. 3　齿面磨损后的齿轮系统动态响应

为了研究轮齿齿面磨损对齿轮传动系统动态响

应的影响，设定主动轮转速为恒定转速 5 000 r/min，
其他工况不变。根据式（4）获取不同运行时长下的时

变啮合刚度、齿隙等内激励参数，并代入动力学模

型中，求解不同磨损程度下的动力学响应，结果如

图 12 所示。由图 12 可知，随着齿轮工作时长的增

加，系统表现出丰富的动态响应特性，这表明齿面

磨损对齿轮传动系统的动态响应有明显的影响。通

过对不同工作时长下的动态响应相图和Poincaré映射

图的分析可以发现，系统从刚开始时的周期运动状

态逐渐过渡至类周期运动状态，然后发展为混沌运

动状态。在齿轮工作时长达到 3. 8×106 s时，系统经

历响应激变，由混沌运动状态转变为较为稳定的3周

期运动状态。此后，随着工作时长的增加，系统响

应一直处于周期运动状态或类周期运动状态，直至

工作时长达到 8. 2×106 s时，系统由于齿面过于严重

的磨损而再次转变为混沌运动状态。同时，观察分

岔图中动态传递误差幅值（图 12）可以发现，随着工

作时长（磨损深度）的增加，传递误差幅值增大，将

降低齿轮传动系统的传递精度，增大系统振动噪声。

混沌运动状态往往代表系统处于剧烈的抖动之

中，其运行平稳性将大大降低，在实际工程中应尽

可能避开混沌运行区域。选择混沌运动较为集中的

齿轮磨损状态（运行时间为 2. 5×106 s），对其在更多

工况下的参数进行研究，探究在该磨损程度下其他

参数对齿轮传动系统动态响应的影响。图 13 为磨

损齿轮传动系统的转速分岔图。由图 13 可知，原

本在转速为 5 000 r/min 时处于混沌运动状态的磨损

齿轮传动系统在不同转速下表现出不同的动态运动

状态。在转速为 3 000 r/min 和 6 260 r/min 时，系统

由混沌运动状态转变为较为稳定的周期运动状态；

而在转速为 8 000 r/min 时，系统状态转变为更加杂

乱无章的混沌运动状态。这表明，对于一定磨损程

度的齿轮，改变转速可以使原本处于不稳定运动状

态的传动系统的状态转变为稳定的周期运动状态。

图12　转速为5 000 r/min时，系统在不同工作时长下的动态响应分岔图

Fig. 12　Bifurcation diagram of system dynamic responses at different operation durations under the rotational speed of 5000 r/min
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同样，保持转速为 5 000 r/min 不变、磨损状态

（运行时间为 2. 5×106 s）不变，对齿轮传动系统在不

同转矩下的动态响应进行研究，结果如图 14 所示。

由图 14可知，当转矩为 100 N·m 时，齿轮传动系统

处于混沌运动状态；改变转矩将会影响系统的运动

状态，在将转矩分别增大至 180、210、280 N·m后，

系统均处于较为稳定的周期运动状态。这表明，对

于由磨损导致的齿轮传动系统剧烈振动这一情况，

可以根据实际齿轮服役时的传动需要，在保持其余

工况不变的情况下改变转矩，从而使磨损后的齿轮

传动系统重回较为稳定的周期运动状态。

上述研究表明，对于由齿面磨损导致的齿轮传

动系统处于不稳定的运动状态这一情况，可以通过

改变转矩或转速使其重新恢复到稳定的运动状态，

从而延长正常磨损齿轮的使用寿命。

最后，为了确保动力学模型的正确性，将其结

果与 KUBO[23]77-84、MALIHA 等[24]534-541的研究结果进行

对比验证。在将轮齿参数、齿面形貌及啮合刚度等

参数按照文献 [25]中的数值进行设置后，得到图 15
所示的动态因子对比结果。由图 15可知，相比 MA⁃
LIHA等[24]534-541得到的针对光滑齿面的结果，本文提出

的粗糙齿面动力学模型的结果与KUBO[23]77-84的试验结

果具有更好的一致性。这表明，所提出的动力学模型

具有更高的精度，且更能准确反映实际齿轮传动系统

的动态响应行为，从而验证了模型的正确性。

本节从动力学角度探究了考虑齿面微观形貌的

齿轮在不同工作时长下传动系统运动状态的变化，

研究了不同工况参数对磨损齿轮的动态响应的影

响，研究结果可为不同磨损程度下齿轮的适用工况

的选择提供参考。

（a） n′ = 3 000 r/min

（b） n′ = 5 000 r/min

（c） n′ = 6 260 r/min

（d） n′ = 8 000 r/min
图13　磨损齿轮传动系统的转速分岔图

Fig. 13　Rotational speed bifurcation diagrams of the transmission system of the worn gear
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4 结论

利用分形几何理论，建立了各向异性三维粗糙

齿面模型，研究了粗糙齿面磨损对齿隙和时变刚度

的影响。采用集中质量法建立了考虑齿面形貌的6自

由度齿轮非线性动力学模型，采用变步长积分法求

解了齿面形貌及磨损程度对系统动力学响应特性的

影响。得到的主要结论如下：

1）将二维M‐B分形曲线在 x方向和 y方向叠加，

可以构建各向异性的三维分形粗糙表面；通过调整

不同方向的分形参数，可以实现对具有特定微观形

貌的齿面的模拟。

2）随着磨损时间的增加和转速的提高，齿面磨

损程度加重，时变啮合刚度减小，齿隙增大。刚度

的减小量和齿隙的增大量均在轮齿节线处达到最值，

这是由于节线处主、从动轮的相对滑动速度最小。

3）随着齿轮转速的增大，系统稳定性降低；齿

轮系统通过倍分岔的方式由单周期运动状态变为2周

期、4周期运动状态，直至混沌运动状态。

4）随着轮齿工作时长的增加，齿轮系统的运动

状态逐渐发生变化，可以通过调整转速或转矩来避

（a）转矩100 N∙m

（b）转矩180 N∙m

（c）转矩210 N∙m

（d）转矩280 N∙m
图14　磨损齿轮传动系统的转矩分岔图

Fig. 14　Torque bifurcation diagrams of the transmission system of the worn gear

图15　所提模型与KUBO试验及MALIHA模型的结果对比

Fig. 15　Comparison of the results from the proposed model with 

those from the KUBO test and MALIHA model
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开不稳定的混沌运动状态，提高齿轮系统的传动

质量。
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Study on dynamic response characteristics of worn gears considering tooth 
micromorphology

MENG Fanshan1 YI Wenhao1 ZHANG Xin1 JIN Yulin1 WANG Jiaxu2

(1. School of Mechanical Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu 610031, China)

(2. State Key Laboratory of Mechanical Transmission for Advanced Equipment, Chongqing University, Chongqing 400044, China)

Abstract: [Objective] To study the effect of tooth surface micromorphology on gear contact and operating conditions, the 

wear rate and dynamic response characteristics of anisotropic 3D rough tooth surface were investigated. [Methods] Firstly, an 

anisotropic 3D microscopic rough gear surfaces were established based on fractal geometry theory. Secondly, the non-uniform 

wear of these microscopic rough gear surfaces under different rotational speeds and operating durations was calculated 

according to Archard’s theory. The wear depth of the gear surfaces was combined with gear dimensional parameters to solve for 

the time-varying meshing stiffness and backlash during the worn gear meshing, and they were used as internal excitation input 

parameters for the dynamic model of the gear transmission system. Lastly, the variable step-size Runge-Kutta algorithm was 

employed to solve the dynamic differential equations, thereby obtaining the dynamic response characteristics of the gear 

transmission system. [Results] The results indicate that, with the same tooth surface roughness, as the rotational speed and 

operating duration of the gears increase, the wear depth of the tooth surface and the tooth side clearance gradually increase, 

while the time-varying meshing stiffness gradually decreases. In gear transmission systems considering the micromorphology of 

tooth surfaces, the gear transmission system exhibits abundant dynamic response characteristics as the rotational speed changes. 

As the operating duration increases, the dynamic transmission error of the gear transmission system enlarges. The overall 

dynamic response of the system tends from periodic motion state to chaotic motion state, manifesting as chaotic vibrations, 

which are detrimental to the system’s smooth operation. The gear transmission system transitions from chaotic motion state to  

relatively stable periodic motion state when the torque or rotational speed of worn gears in a chaotic motion state changes.

Key words: 3D rough tooth surface; Wear; Time-varying meshing stiffness; Backlash; Dynamic response characteristic
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Meshing performance analysis of non-backlash end-face roller enveloping 
cylindrical worm drive

WANG Kai1 DOU Chenyang2 CHEN Yonghong2

(1. College of Intelligent Manufacturing and Automotive, Chengdu Vocational & Technical College of Industry, Chengdu 

610000, China)

(2. State Key Laboratory of Mechanical Transmission for Advanced Equipment, Chongqing University, Chongqing 400044, China)

Abstract: [Objective] Roller enveloping toroidal worm drives are widely used in computer numerical control (CNC) 

turntables but face challenges such as high error sensitivity and difficult installation. To solve these problems, a non-backlash 

end-face roller enveloping worm drive pair was proposed, achieving zero backlash by using one side for motion transmission 

and the other for clearance elimination. [Methods] Firstly, based on spatial meshing theory and differential geometry, the 

mathematical model of the non-backlash end-face roller enveloping worm drive was established. Secondly, mathematical 

expressions for meshing performance, including the meshing equation, contact lines, tooth surface equations, induced normal 

curvature, lubrication angle, and relative entrainment velocity, were derived. Finally, the influence of geometric parameters on 

meshing performance was analyzed using Matlab software. [Results] The results indicate that the theoretical meshing teeth of 

the proposed drive pair are 5 pairs, providing high load-carrying capacity. The lubrication angles of three or more pairs of 

meshing teeth are approximately 85°, indicating excellent lubrication performance. The induced normal curvatures of these teeth 

are below 0.25 mm-1, suggesting a good fit of the conjugate tooth surfaces. This design provides a reliable basis for the 

development of high-precision CNC transmission systems.

Key words: End-face roller; Enveloping worm; Non-backlash meshing; Meshing performance （编辑：李立）
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