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考虑轴向分力的斜齿轮时变啮合刚度改进算法及影响因素研究

毛汉成 丁元伟 李旭伟 张冰倩
（黑龙江科技大学 机械工程学院，哈尔滨 150022）

摘要：【目的】针对斜齿轮时变啮合刚度精确求解问题，提出基于轴向力及切片思想的斜齿轮啮合

刚度计算方法。【方法】 将每一薄片齿轮简化为变截面悬臂梁，通过受力分析加入新的轴向弯曲势能，

并对现有基于势能法的斜齿轮啮合刚度计算方法做了进一步修正，提出一种刚度改进算法；通过与有限

元法、切片法对比分析，验证了该改进算法的可行性；在此算法基础上，研究了螺旋角、压力角、齿

数、齿宽等参数对啮合刚度的影响。【结果】结果表明，传统势能法只适用于螺旋角较小的斜齿轮，而

改进算法适用于任意斜齿轮；增大螺旋角，可使齿轮传动愈加平稳；压力角对时变啮合刚度均值影响较

小；齿宽对时变啮合刚度均值影响较大，近似成线性关系；中心距一定时，齿数变化对时变啮合刚度均

值影响较小，齿数较多时，啮合刚度波动值较小；当轴向重合度接近整数时，啮合刚度波动值最小。
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0 引言

随着科技的不断发展，齿轮传动已经成为系统

动力学研究的重要组成部分。作为一种很广泛的动

力传递形式，对其性能的要求日益提升；齿轮传动

的力学行为和工作性能对设备的安全平稳运行具有

重要影响，而时变啮合刚度特性是改变振动噪声的

主要因素，其精确计算具有关键的工程价值。

在计算齿轮啮合刚度方面，学者已进行大量研

究，常用的求解方法包括有限元法和解析法。YANG
等[1]使用势能法将齿轮啮合过程中的弹性势能分为赫

兹势能、弯曲势能和轴向压缩势能。TIAN[2]将剪切势

能引入到势能法中，求解齿轮啮合刚度。ZHOU等[3]

考虑基体变形，改进了啮合刚度求解方法，将总势

能分成 5部分。李亚鹏等[4]考虑齿轮轮体变形，在石

川公式中加入轮体刚度，改进了齿轮时变啮合刚度

计算方法。CHEN等[5]考虑齿形偏差，分析直齿轮啮

合刚度模型，探究了齿轮齿根裂纹等对啮合刚度的

影响。陈思宇等[6]基于能量法求解单齿啮合刚度，结

合位移相容原理，构建了齿轮时变啮合刚度高效计

算模型。WANG等[7]考虑齿根圆与基圆的错位，将齿

轮轮齿简化为齿根圆上的悬臂梁，计算直齿轮时变

啮合刚度。LIANG等[8]使用改进悬臂梁模型，采用势

能法研究了行星齿轮组啮合刚度。GU 等[9]分析圆柱

直齿轮和斜齿轮时变啮合刚度，提出其函数的近似

公式。WANG 等[10]结合势能法，建立了具有齿廓偏

差的齿轮副啮合刚度模型。WAN 等[11]使用累积积分

势能法求解斜齿轮啮合刚度，认为随着螺旋角或齿

宽增大，啮合刚度的波动程度变小。刘文等[12]1-6采用

切片法将斜齿轮沿齿宽方向切分成若干直齿轮片，

使用积分思想推导并计算出斜齿轮啮合刚度。KAR⁃
PAT等[13]通过齿轮有限元接触分析，建立了一种新的

非对称渐开线直齿圆柱齿轮副啮合刚度计算方法。

CHANG 等[14]将有限元法和局部接触分析相结合，提

出渐开线圆柱齿轮啮合刚度计算模型。HAN 等[15]结

合切片法、势能法和积分法建立分析模型，揭示了

齿面剥落和局部破裂对斜齿轮啮合刚度的影响。

YAN 等[16]将接触线分析与切片法相结合，提出一种

新的斜齿轮啮合刚度解析模型，用来预测无量纲时

变啮合刚度。YANG 等[17]改进势能法与传统切片法，

提出计算简单斜齿轮啮合刚度的新方法。刘子谦

等[18]通过分段计算刀具齿顶尖角形成的齿根过渡曲

线及其渐开线起始点，基于势能法提出斜齿轮啮合

刚度修正算法。田晓青等[19]考虑斜齿轮动力学模型
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中的啮合刚度未精确到整个齿面，提出一种计算啮

合接触迹线上任意点啮合刚度的方法。ZHANG 等[20]

考虑斜齿轮齿根圆与基圆不重合问题，对传统能量

法进行改进，提高了正常斜齿轮与齿根裂纹故障斜

齿轮的啮合刚度计算精度。

在上述研究成果中，对于斜齿轮啮合刚度的求解

算法未考虑轴向分力的影响。由于斜齿轮存在螺旋

角，作用在齿面上的法向载荷将部分力分解为轴向

力，产生了轴向弯曲势能，对斜齿轮的时变啮合刚度

产生影响。针对轴向力的存在进行受力分析，传统势

能法中的剪切刚度和弯曲刚度公式需要进行修正。

本文重点研究了斜齿轮传动中轴向分力对啮合刚

度的影响。首先，通过受力分析分别建立了新的剪

切、弯曲和轴向弯曲刚度模型；其次，通过3种算例

对斜齿轮副的啮合刚度模型进行验证分析，使计算得

到的刚度值准确度得到提升；最后，研究了螺旋角、

压力角、齿数、齿宽等参数对啮合刚度的影响。

1 基于势能法的斜齿轮啮合刚度计算模型

在传统情形下，采用势能法计算斜齿轮的时变啮

合刚度时，齿轮的时变啮合刚度由5个部分构成，分

别是赫兹接触刚度 kh、弯曲刚度 kb、剪切刚度 ks、轴

向压缩刚度 ka和基体刚度 kf。依据材料力学和弹性力

学，各部分的刚度和势能之间存在的关系可以表示为

Uh = F 2n2kh
，Ub = F 2n2kb

，Us = F 2n2ks
，Ua = F 2n2ka

，U f = F 2n2k f
（1）

式中，Uh、Ub、Us、Ua和Uf分别为赫兹接触势能、弯

曲势能、剪切势能、轴向压缩势能和基体势能；Fn
为啮合点处的法向啮合力。

由式（1）可以求出齿轮副中一对啮合轮齿的总势

能U，其可表示为

U = F 2n2k = Uh + Ub1 + Us1 + Ua1 + U f1 + Ub2 +
Us2 + Ua2 + U f2 = F 2n2 ( 1

kh
+ 1
kb1

+ 1
ks1

+ 1
ka1

+
1
k f1

+ 1
kb2

+ 1
ks2

+ 1
ka2

+ 1
k f2

) （2）
式中，k为总刚度；下标 1、2 分别表示主动轮和从

动轮。因此，一对啮合轮齿经啮入和啮出后，总刚

度 k可表示为

k = 1/ ( 1
kh

+ 1
kb1

+ 1
ks1

+ 1
ka1

+ 1
k f1

+ 1
kb2

+
1
ks2

+ 1
ka2

+ 1
k f2

) （3）
分析斜齿轮副的时变啮合刚度通常采用切片法。

将斜齿轮沿齿宽方向离散为多个等厚度的薄片直齿

轮，但每个薄片齿轮承受的法向啮合力均不相同。

可采用势能法计算切片齿轮啮合刚度，通过积分叠

加所有的薄片齿轮刚度分量，最终获得渐开线圆柱

斜齿轮副的综合时变啮合刚度。

为了准确计算每个薄片齿轮的啮合刚度，每一

个轮齿都可以看作一个变截面悬臂梁，在齿面载荷

的作用下发生变形。如图1所示，将渐开线斜齿轮的

轮齿简化为悬臂梁。其中，b为斜齿轮宽度；Δl为切

片厚度；bi为切片 i的轴向位置。

根据图2所示的悬臂梁模型和材料力学理论，在

渐开线坐标系中，齿轮任意啮合点 j的径向距离为 rj，
其轴向投影为 xb；渐开线起始点距基圆中心的轴向

偏移量为 xd；齿轮的基圆半径和齿根圆半径分别为 rb
和 rf；啮合点 j处的半齿厚为hj；每个薄片齿面上的法

向啮合力为Fni；每个薄片齿轮啮合力与齿轮中心线垂

线方向的夹角为α1；基圆上的半齿角为α2，α2=π/（2z）+ 
inv α0。其中，z为主（从）动轮的齿数；α0为压力角，

通常采用的压力角为20°。力Fni在法面内可分解为Fx、
Fy，其表达式为

ì
í
î

Fx = Fni cos α1
Fy = Fni sin α1

（4）

图2　斜齿轮轮齿简化成的悬臂梁截面

Fig. 2　Simplified cantilever beam section of the helical gear tooth

每个薄片齿轮存储的弯曲势能、剪切势能和轴

向压缩势能可分别表示为

图1　斜齿轮切片模型

Fig. 1　Helical gear slicing model
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U ib = ∫
xd

xb [ Fx ( xb - x ) - Fyhj ]2

2EIx dx
U is = ∫

xd

xb 1.2F 2
x2GAx dx

U ia = ∫
xd

xb F 2
y2EAx dx

（5）

式中，E为弹性模量；G为剪切模量；Ix、Ax分别为

每个薄片齿轮渐开线上任意位置 x处的截面惯性矩和

横截面积。相关表达式为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

xb = rb [ (α1 + α2 ) sin α1 + cos α1 ]
hj = rb [ (α1 + α2 ) cos α1 - sin α1 ]
x = rb [ cos α - (α2 - α1 ) sin α1 ]
hx = rb [ (α2 - α ) cos α + sin α ]

（6）

其中，-α1 ≤ α ≤ α2。

将式（6）代入式（5），则第 i片薄片齿轮的弯曲刚

度 kib、剪切刚度 kis、轴向压缩刚度 kia分别为

kib = 1/ ∫-α1

α2 3（α2 - α）cos α
[ sin α +（α2 - α）cos α ]3 ×

1 + cos α1 [ (α2 - α ) sin α - cos α ]2

2Ey dα （7）
kis = 1/ ∫-α1

α2 1.2 (1 + v ) (α2 - α ) cos α cos2α1
E [ sin α + (α2 - α ) cos α ] y dα （8）

kia = 1/ ∫-α1

α2 (α2 - α ) cos α sin2α12E [ sin α + (α2 - α ) cos α ] y dα （9）
式中，y为单个切片的有效接触面宽度，y=l/n，l为
有效接触面宽度；n为切片数；v为泊松比。

第 i片薄片齿轮的赫兹接触刚度和基体刚度可分

别表示为

1
kih

= 2U ih
F 2ni

= 4(1 - v2 )
πEy （10）

1
kif

= cos2α1
Ey [ L* ( u f

S f
) 2 + M * ( u f

S f
) + P* (1 +

Q* tan2α1 ) ] （11）
除轮齿变形外，基体变形也会影响齿轮刚度，

该部分基体刚度如式（11）所示。式（11）中的 uf和 Sf可

分别表示为

u f = rb [ (α1 + α2 ) sin α1 + cos α1 ] - r f （12）
S f = 2r fθ f （13）
式（11）中的系数 L*、M*、P*、Q*可由多项式近

似为

X *
i (h fi，θ f ) = Ai /θ2f + Bih2fi + Cih fi /θ f + Di /θ f + Eih fi + Fi

（14）
式中，Xi*表示系数 L*、M*、P*、Q*；hfi=rf /rint。rint、θf、

Ai、Bi、Ci、Di、Ei和Fi可参考文献[12]3。

因此，渐开线斜齿轮副啮合刚度可以通过5个刚

度分量组合表示为

kq = ∑
i = 1

n

kiq = ∑
i = 1

n [1/ ( 1
kih

+ 1
kib1

+ 1
kis1

+ 1
kia1

+ 1
kif1

+
1
kib2

+ 1
kis2

+ 1
kia2

+ 1
kif2

) ] （15）
2 斜齿轮时变啮合刚度改进算法

螺旋角是斜齿轮特有的参数，是指斜齿轮齿面

与轴线的夹角；并且斜齿轮在旋转时会产生沿轴向

的力，即轴向分力。现有切片法中，斜齿轮受力分

析未充分考虑螺旋角与轴向分力的影响，会使齿轮

啮合刚度计算结果产生偏差。因此，有必要对斜齿

轮啮合刚度算法进行改进。

2. 1　斜齿轮受力分析

圆柱直齿轮不存在螺旋角，因此，不存在轴向

分力。而圆柱斜齿轮存在螺旋角，有轴向分力 Fa。

如图3所示，建立新的切片载荷分析模型，载荷沿齿

宽方向的“理想”垂直分布变为非垂直分布，是带

有角偏移的均匀分布。传统圆柱斜齿轮的时变啮合

刚度模型只考虑垂直齿宽方向上的法向载荷 F ń，而

忽略了螺旋角β对载荷力的影响。

图 4 为斜齿轮副的受力分析图。首先，将力 Fn
在法面内分解成指向轮心的径向力 Fr和 F´；然后，

将力 F´分解成圆周力 Ft和轴向力 Fa。因此，啮合过

程中齿轮的Fr、Ft和Fa可分别表示为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

F r = Fn sin α1
F t = Fn cos α1 cos β
Fa = Fn cos α1 sin β

（16）

2. 2　剪切刚度和弯曲刚度的改进算法

由弯曲刚度、剪切刚度公式可知，径向力和切

向力会对 kb和 ks产生影响。将上述受力分析得到的Fr
和Ft代入式（5），即可得到考虑轴向分力后的剪切刚

度和弯曲刚度表达式，从而提高齿轮啮合刚度的求

解精度。

因此，第 i片薄片齿轮的弯曲刚度 kib1 和剪切刚

度 kis1可分别表示为

图3　考虑螺旋角的齿轮载荷分配

Fig. 3　Gear load distribution considering the helix angle
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kib1 = 1/ ∫-α1

α2 3(cos β - 1) (α1 + α2 ) sin α1 cos α1 + sin2α12Ey [ sin α + (α2 - α ) cos α ]3 +
[ cos α1 - cos α + (α2 - α ) sin α ] cos α1 cos β

2Ey [ sin α + (α2 - α ) cos α ]3 dα
（17）

kis1 = 1/ ∫-α1

α2 1.2 (1 + v ) (α2 - α ) cos α cos β cos2α1
Ey [ sin α + (α2 - α ) cos α ] dα（18）

图4　齿轮副受力分析图

Fig. 4　Force analysis diagram of the gear pair

2. 3　轴向弯曲刚度

建立存在轴向分力的齿轮切片刚度模型，在外

载荷 Fi作用下，被切齿轮产生弹性变形，如图 5 所

示。图 5 中，kig、kit均为切片刚度，包括弯曲刚度、

剪切刚度、轴向压缩刚度和基体刚度；kih 为齿轮副

中切片接触产生的赫兹接触刚度；轴向分力 Fa使斜

齿轮切片沿轴向方向发生弯曲变形，从而产生轴向

弯曲刚度 kaf。

现有斜齿轮计算方法忽略了轴向弯曲刚度。因

此，如图6所示，本文通过引入轴向弯曲势能，对现

有斜齿轮时变啮合刚度计算方法进行改进，以进一

步提高求解精度。

由斜齿轮轴向力产生的轴向弯曲势能可表示为

Uaf = F 2n2kaf
= ∫0

r f M 2af2EIaf
dy' （19）

式中，Maf为轴向力施加在齿轮基体上的转矩，可表

示为

Maf = Fa ( yα - y1 ) （20）
式中，y1为切片到齿轮圆心的水平距离；yα为齿轮啮

合点到齿轮圆心的水平距离。Iaf为渐开线上任意位置

处的截面惯性矩，可表示为

Iaf = 1
6 B3 r2f - y 21 （21）

式中，B为切片齿宽。

因此，轴向弯曲刚度计算式为

1
kaf

= ∫0

r f cos2α1 sin2 β ( yα - y1 )2

EIaf
dy' （22）

根据渐开线的性质，啮合点和齿轮圆心之间的

水平距离 yα可表示为

yα = rb（α1 + α2）sin α1 + cos α1 （23）
最终，一片薄片齿轮的轴向弯曲刚度计算式为

1
kiaf

= ∫0

r f { 6rb cos2α1 sin2 β [ (α1 + α2 ) sin α1 + cos α1 ] -
y2 } /（Ey3 r2f - y'2）dy' （24）
联立式（9）、式（10）、式（11）、式（17）、式

（18）、式（24），一对齿轮副的总啮合刚度可表示为

kp = ∑
i = 1

n

kip = ∑
i = 1

n [1/（ 1
kih

+ 1
kib1

+ 1
kis1

+ 1
kia1

+ 1
kif1

+ 1
kib2

+
1
kis2

+ 1
kia2

+ 1
kif2

+ 1
kiaf1

+ 1
kiaf2

）] （25）
2. 4　考虑轴向分力的斜齿轮时变啮合刚度方法

通过 Matlab 软件建立考虑轴向分力的斜齿轮副

时变啮合刚度模型。计算流程如图7所示。输入斜齿

轮基本参数，比较端面重合度 εα和轴向重合度 εβ的

图6　轴向弯曲刚度模型

Fig. 6　Axial bending stiffness model

图5　考虑轴向分力的切片刚度模型

Fig. 5　Slice stiffness model considering the axial component force
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大小，确定单齿啮合时最大接触线长度；随后将齿

轮沿齿宽方向均匀划分为n片，对于每一薄片，确定

其啮合力与齿轮中心线垂线方向之间的夹角，根据

式（9）~式（11）分别计算每片齿轮的轴向压缩、赫兹

接触和基体的刚度。考虑螺旋角对载荷力的影响，

对斜齿轮进行受力分析，加入轴向分力产生的轴向

弯曲势能，并改进剪切和弯曲刚度模型，根据

式（17）、式（18）和式（24），计算每片轮齿的弯曲、剪

切刚度及每片轮齿基体的轴向弯曲刚度。将所有薄片

齿轮的刚度进行累加，最终得出单个轮齿的啮合刚

度。图7中，βb为基圆螺旋角；Pb为端面基圆齿距。

根据单齿啮合周期可确定完整齿轮啮合周期的

范围，将视为基准的单齿啮合刚度曲线左右平移，

得出斜齿轮副的时变啮合刚度。

3 结果验证与分析

一对齿轮参数定义如下：齿数为 20，模数为

3 mm， 螺 旋 角 为 15° ， 齿 宽 为 30 mm， 转 速 为

1 000 r/min。采用 ISO 6336-1：2019算法[21]、有限元

法、文献[12]4-6及本文的改进方法计算齿轮副的时变

啮合刚度。

3. 1　结果验证

将所建立的 3D模型导入 FEM软件，建立图 8所

示的斜齿轮副有限元验证模型。将啮合齿划分为小

尺寸网格并作为关键分析对象，根据仿真结果提取

主、从动轮转角，计算传动误差，其计算式为

Δφ = φ2 - z1
z2
φ1 （26）

式中，φ1、φ2分别为主动轮、从动轮的转角；z1、z2
分别为主动轮、从动轮的齿数。

齿轮综合啮合刚度转换式为

km ( tT ) = TmΔφ ( 2cos β
mn z2 cos α t

) 2 （27）
式中，tT为时间；Tm为负载转矩；αt为端面压力角；

mn为法向模数。

使用有限元法、文献[12]1-6及本文方法计算出单

齿啮合刚度的极大值 kmax，分别与 ISO 6336-1：2019
算法所得到的计算值进行比较，结果如表1所示。文

献[12]6的计算值与 ISO 6336-1：2019算法最为接近，

单齿啮合刚度误差为 1. 11%。有限元法计算结果比

ISO 6366-1：2019 算法低，单齿啮合刚度误差为

1. 66%。本文方法考虑了轴向分力引起的弯曲刚度、

剪切刚度值变化及齿轮基体的轴向变形，改进后的

啮合刚度计算结果比文献 [12]6 大，与 ISO 6366-1：
2019算法相比的单齿啮合刚度误差为1. 66%。

图7　提出的计算程序

Fig. 7　Proposed computational procedure

表1　啮合刚度误差对比分析

Tab. 1　Comparative analysis of meshing stiffness errors

ISO标准

有限元法

文献［12］6

本文

kmax/（108 N/m）

3. 61

3. 55

3. 65

3. 67

误差/%
0

1. 66

1. 11

1. 66

图8　斜齿轮副有限元模型

Fig. 8　Finite element model of the helical gear pair
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3. 2　分析对啮合刚度的影响

新引入的轴向弯曲刚度会使齿轮副啮合刚度值

增加；由式（17）、式（18）得，改进后算法计算的弯

曲、剪切刚度值比改进前大，使齿轮副的啮合刚度

值减小。图 9所示为采用有限元法、文献[12]6及本文

改进算法得到的啮合刚度曲线。从图9可以看出，本

文啮合刚度值比文献[12]6大，因此，改进后的弯曲、

剪切算法计算结果影响较大。

4 斜齿轮基本参数对啮合刚度的影响

齿轮啮合刚度是反映轮齿从啮合到脱开啮合状

态的参数，用于描述齿轮副在啮合过程中抵抗弹性

变形的能力。在齿轮设计中，许多参数都会引起啮

合刚度的变化。因此，以表 2所示参数值为基准值，

通过对不同参数的取值予以合理的调整，研究齿轮

副啮合刚度的极值和波动特性。

4. 1　螺旋角

改变表 2 参数中螺旋角大小，以 5°为步长，从

0°递增至 20°，求解不同螺旋角下斜齿轮的单齿啮合

刚度，再通过拟合得出综合刚度，结果如图 10所示

（图中，红色虚线和黑色实线分别表示改进算法计算

得到的单齿啮合刚度与综合啮合刚度，紫色虚线为

基于传统势能法的综合啮合刚度）。当螺旋角较小

时，从式（24）和图 10（c）、图 10（d）可以得知，轴向

分力产生的轴向弯曲刚度较小，且对弯曲刚度和剪

切刚度的影响较弱，对啮合刚度产生的影响也随之减

弱。因此，改进算法求解后的综合啮合刚度值贴近传

统势能法下的刚度值，此时齿轮传动易产生突变。在

螺旋角从0°到20°不断增长时，轴向分力会不断增大，

轴向弯曲刚度和轴向重合度的增加值会随着螺旋角的

增加表现得越来越大，改进后的弯曲刚度和剪切刚度

值增加，推动齿轮啮合刚度值整体延长，与传统势能

法的啮合刚度差值越来越显著，并且到达峰值的相对

时间延长；随着螺旋角增大，单齿接触区域逐渐减小，

双齿接触区域及三齿啮合区域逐渐增大，齿轮副啮合

刚度的波动会表现得更加平稳，传动稳定性得到提高。

（a） β=20°

（b） β=15°

（c） β=10°

（d） β=5°

图9　啮合刚度曲线

Fig. 9　Meshing stiffness curves

表2　齿轮参数

Tab. 2　Gear parameters

参数

模数mn/mm

螺旋角β/（°）

压力角/（°）

弹性模量E/Pa

数值

4

20

20

2. 06×1011

参数

齿数 z1（z2）

齿宽b/mm

泊松比

数值

40（40）

30

0. 3
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（e） β=0°

图10　不同螺旋角下齿轮的啮合刚度

Fig. 10　Meshing stiffness of the gear with different helix angles

4. 2　压力角

随着压力角增加，通过几何关系增加齿厚，可

提高齿根抗弯强度；并且渐开线曲率半径会随压力

角增大而增加，降低接触应力，齿轮的单齿啮合刚

度峰值增加，延长齿面疲劳寿命。图 11所示为不同

压力角对单齿啮合刚度的影响。当压力角增加时，

端面重合度会降低，轴向重合度不受影响。因此，

其比重提高，刚度的积累过程被拉长。图 12所示为

不同压力角下啮合刚度波动值和均值的变化曲线。

由于压力角增加，齿轮总重合度降低，最终使齿轮

刚度均值呈减小趋势。但是，压力角的变化只会略

微改变啮合线的倾斜程度，对啮合线总长度的影响

较小。所以，对啮合刚度波动值的影响较弱，不会

产生明显变化。

图11　不同压力角下单齿啮合刚度

Fig. 11　Single tooth meshing stiffness at different pressure angles

图12　不同压力角下啮合刚度的变化曲线

Fig. 12　Variation curves of the meshing stiffness at different 

pressure angles

4. 3　齿数和模数

在齿轮箱的初始设计阶段，其核心结构参数已

经固定，为了保持给定的中心距，齿数与模数需要

同步调整。将齿数以10为步长从20递增至70时，模

数对应从 8 mm缩减至 2. 29 mm。齿数增加会提高端

面重合度和轴向重合度。其中，轴向重合度的增幅

更为显著，将导致啮合起始阶段的载荷过渡时间延

长。图 13 所示为不同齿数下单齿啮合刚度。图 14
所示为不同齿数下啮合刚度的变化曲线。由图 13、
图 14可知，单齿啮合刚度峰值随齿数增加呈现递减

趋势，但整体啮合刚度均值与齿数间并不存在线性

关系；当齿数过少时，啮合刚度波动值愈加明显；

齿数为50时的啮合刚度波动值最小。

4. 4　齿宽

从式（21）可以看出，当齿宽增加时，切片数量

和齿轮基体的截面惯性矩将增加。因此，轴向分力产

生的啮合刚度呈线性递增趋势；并且齿宽增加使轮齿

接触变形、弯曲变形、剪切变形、轴向压缩变形和基

体变形减小，从而使单齿啮合刚度增加。轴向重合度

与齿宽成正比关系，齿宽增加，刚度到达峰值所需

时间也将延长。将齿宽以 10 mm 为步长从 20 mm 递

增至 60 mm，对应的单齿啮合刚度及其变化曲线分

别如图 15、图 16所示。齿宽增加使啮合刚度均值接

图13　不同齿数下单齿啮合刚度

Fig. 13　Single tooth meshing stiffness at different numbers of teeth

图14　不同齿数下啮合刚度的变化曲线

Fig. 14　Variation curve of the meshing stiffness at different 

numbers of teeth
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近线性规律增加；当轴向重合度随齿宽增加到整数

时，啮合刚度波动值最小，此时齿宽为40 mm，轴向

重合度为1. 088。

5 结论

1） 提出一种改进的斜齿轮副啮合刚度模型。

该模型不仅包括传统的 5 部分刚度分量，还在现有

的势能法中引入新的轴向弯曲势能；改进剪切刚度

和弯曲刚度计算公式，使斜齿轮啮合刚度的计算精

度得到提升，并结合 ISO 标准算法及有限元法进行

了验证。

2）改进算法与传统势能法相比，计算得到的啮

合刚度改变量受螺旋角影响较大。由于增长后的剪

切势能和弯曲势能对刚度的影响大于新引入的轴向

弯曲势能，当螺旋角超过 15°时，改进算法与传统势

能法的差异性显著，更加体现出改进算法的优越性。

3）利用本文算法研究了齿轮基本参数变化对啮

合刚度的影响规律。螺旋角越大，齿轮传动表现越

平稳；压力角对时变啮合刚度影响较小；而齿宽影

响较大，均近似成线性关系；中心距不变时，齿数

变化对时变啮合刚度均值影响较弱，齿数较多时啮

合刚度波动值较小；在时变啮合刚度波动值最小时，

计算出的轴向重合度最接近整数。
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Improved algorithm for time-varying meshing stiffness of helical gears 
considering axial force component and its influencing factors

MAO Hancheng DING Yuanwei LI Xuwei ZHANG Bingqian

(School of Mechanical Engineering, Heilongjiang University of Science and Technology, Harbin 150022, China)

Abstract: [Objective] Aiming at the problem of finding an accurate time-varying mesh stiffness solution for helical gears, a 

helical gear mesh stiffness calculation method based on axial force and slicing was proposed. [Methods] Each lamellar gear was 

simplified as a variable-section cantilever beam, and a stiffness improved algorithm was proposed by adding a new axial bending 

potential energy through force analysis and further modifying the existing potential-energy-based method for calculating helical 

gear meshing stiffness. The feasibility of the improved algorithm was verified by comparing and analyzing with the finite 

element method and the slice method. On this basis, the effects of parameters such as helix angle, pressure angle, tooth number 

and tooth width on the meshing stiffness were investigated. [Results] The results show that the traditional potential energy 

method is only applicable to helical gears with small helix angles, while the improved algorithm applies to arbitrary helical 

gears. The smoother the gearing performance is at increasing the helix angle. The pressure angle has less effect on the mean 

value of time-varying meshing stiffness. The tooth width has a large influence, which is approximately linear. When the center 

distance is certain, the change of the number of teeth has a smaller influence on the mean value, and the fluctuation value of the 

meshing stiffness is smaller when the number of teeth is larger. The fluctuation value is the smallest when the axial overlap is 

close to an integer.

Key words: Helical gear; Time-varying meshing stiffness; Potential energy method; Axial component of force; Axial 

bending stiffness （编辑：贾文倩）
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